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Onso6z

0.1. Bu Kurs Nedir?

Bu kurs, makine 6grenmesine baglamadan 6nce gereken temel matematigi sifirdan kurar. Calculus, Lineer
Cebir ve Olasilik derslerine gegmeden cebir, denklem mantig1 ve sayisal diislinmeyi saglam bir zemine
oturtmay1 hedefler.

Amag iglem ezberlemek degil, neden 6yle yaptigimizin mantigin1 anlamaktir. Bu mantik ileride bir modelin
bilinmeyen parametresini ¢ozmekten dogrusal model y = wz + b’yi anlamaya kadar her yerde karsina
cikar.

0.2. Nasil Okumali

Sirali oku. Her ders kisa bir kavramla baglar, bol 6rnekle ilerler ve alistirmalarla biter.

@ Pratik bir tavsiye

Aligtirma ¢oziimleri agilir kutularda — Once kendin dene, sonra a¢. Her dersteki ML kopriisii kutusu,
0grendigin konunun ileride makine 6grenmesinde nerede isine yarayacagini gosterir.

0.3. Dersler

# Ders Ana Fikir

1 Degisken, Ifade, Denklem Cebirin li¢ temel kelimesi —
baglangi¢

2 Denklem Mantig1 Bilinmeyeni izole etme;
dengeyi bozmadan ¢ozme

3 Kesirli Denklemler Paydadan kurtulma; capraz
carpim, ortak payda

4 Uslii Ifadeler Tekrarli carpma kurallari; sifir,
negatif, kesirli iis

5 Carpanlara Ayirma Dagitmanin tersi; ortak ¢arpan,
iic terimli ifade

6 Ozdeslikler Tam kare ve iki kare farki;
acma + carpanlara ayirma

7 Ikinci Derece Denklemler Carpanlara ayirma vs formiil;

diskriminant, parabol kokleri



Onsoz

# Ders Ana Fikir

8 Esitsizlikler Yon kurali, say1 dogrusu, aralik
notasyonu

9 Logaritma Ussiin tersi; carpimi toplama
ceviren kurallar

10 Fonksiyon Kavrami Girdi—c¢ikti kurals; f(x),
tanim/goriintli kiimesi

11 Dogrusal Fonksiyon ve Egim y = mx + b; egim, kesigsim —
lineer regresyon/néron

12 Parabol y = ax? + bx + c; tepe, kokler,
simetri — kayip cukuru

13 Ustel ve Logaritmik Fonksiyon —b* biiyiime/ciiriime; e,
sigmoid’in temeli

14 Fonksiyon Bilegkesi f(g(x)); icten digsa — sinir
aginin iskeleti

15 Grafik Okuma Egriden bilgi ¢ikarmak;
kesisim, artan/azalan, maks —
kay1p egrisi

16 Diziler Siral1 say1 listeleri;
aritmetik/geometrik — veri
indeksleme

17 Toplam Sembolii (X) Y anatomisi ve kurallar;
ortalama, MSE, i¢ ¢carpim

18 Pi (I) Carpim Notasyonu 3’ nin ¢arpim kardesi;
faktoriyel, olabilirlik

19 Seriler Dizinin toplamu;
aritmetik/geometrik formiil,
yakinsama

20 Faktoriyel ve Sayma n!, permiitasyon, kombinasyon
— olasiliga kap1

21 Vektor Kavrami Say listesi = nokta/ok; boyut —
ML’in dogal nesnesi

22 Vektor Islemleri Toplama, skaler carpim —
gradyan inisi giincellemesi

23 I¢c Carpim Bilesen ¢arp+topla; aci/isaret —
noronun hesabi w-x+b

24 Vektor Uzunlugu ve Kosiniis Norm, birim vektor, kosiniis —

Benzerligi embedding/RAG
25 Machine Learning Baglantis1 Tiim parcalarin ML'de

bulugmasi — biiyiik harita

I Bir tek sey

Cebir, bilmedigin bir say1y1 bir harfle gosterip onu bulma yontemidir. Denklem ¢6zmek = bir bilinmeyeni
izole etmek. Bu fikir, y = wx + b’den binlerce parametreli modellere kadar degismez.




0.3. Dersler

“Tuning is physics, mathematics, and logic — not magic.”






Kisim l.

Bolum 1 — Cebir






1. Degisken, ifade ve Denklem

Cebirin ii¢ temel kelimesi — baslangic noktasi

Denklem ¢6zmeye gegcmeden once ii¢ kelime: degisken, ifade, denklem. Cebirin en temel s6zliigii — ve en
sik karstirilan iiglii. Bu ayrimi bir kez oturtursan, gerisi ¢cok daha kolay gelir.

1.1. Degisken

Degisken, bilmedigimiz ya da degisebilen bir sayinin yerini tutan harftir: =, y, n. Harf kullanmamizin sebebi,
bir say1y1 heniiz bilmesek de onunla islem yapabilmek ve genel kurallar yazabilmektir. Ornegin “bir sayinin 2
katinin 3 fazlas1” ifadesini 2o + 3 diye yazariz.

1.2. ifade

Ifade; sayilarin, degiskenlerin ve islemlerin birlesimidir — ama esittir isareti yoktur. Bir degeri temsil eder
(degiskene bagh olarak degisir). ifadeyi hesaplarsin ya da sadelestirirsin, ama “¢dzmezsin”. Ornegin 2z + 3
bir ifadedir; = 5 koyunca degeri 2(5) + 3 = 13 olur.

1.3. Denklem

Denklem, iki ifadeyi esittir ile birlestiren ifadedir: 2o + 3 = 7. Bu, 2’in degerine gore dogru ya da yanlig
olabilen bir iddiadir; “¢6zmek”, onu dogru yapan z’i bulmaktir (burada = = 2).

Yukaridaki 2z + 3 = 7 denkleminde: 2 degiskenin katsayisi, = degisken, 3 sabit terimdir. 22 ve 3 ise birer
terimdir.

1.4. ifade mi, denklem mi?

Tek bir soru ay1rir:

* Esittir isareti yok — ifade. Onu hesaplar veya sadelestirirsin.
* Esittir isareti var — denklem. Onu ¢6zer (bilinmeyeni bulur)sun.

Ornegin 3z — 1 bir ifadedir; 3z — 1 = 8 bir denklemdir.



1. Degisken, Ifade ve Denklem

esittir -» bunu denklem yapar

ifade

2X + 3

|
~

katsayi degisken sabit

Sekil 1.1.: Bir denklemin pargalar1: katsay1, degisken ve sabit. Esittir igaretinin solu bir ifadedir; esittir isareti
bunu bir denkleme ¢evirir.

! Tek ayrim

Esittir isareti yoksa ifadedir (hesaplanir/sadelestirilir); esittir isareti varsa denklemdir (¢6ziiliir). Bu tek
ayrim, baglangictaki kafa karigikliginin cogunu onler.

iki tuzak

+ Ifadeyi “cozemezsin” — coziilecek bir esitlik yok; ifadeyi yalnmzca hesaplarsin.
* 2z, 2 - x demektir; bitisik yazim ¢arpimi gizler (¢arp1 isareti yazilmaz).

1.5. Ornek

Ornek 1. “Bir sayimnin 5 fazlasi” — = + 5 (ifade).
Ornek 2. 22 + 1 ifadesini = = 4 i¢in hesapla: 2(4) + 1 = 9.

Ornek 3. “Bir saymin 2 kat1 10’a esittir” — 2z = 10 (denklem).

@ ML kopriisii

Makine 6grenmesinde ¢ozmeye ¢alistigimiz bilinmeyenler, modelin parametreleridir (agirliklar). Bir
modelin formiilii — 6rnegin wx + b — bir ifadedir; egitim, bu ifadeyi veriye uydurmak igin en iyi w ve
b degerlerini arayan bir problem kurar. Yani “degiskeni izole edip bulma” fikri, dogrudan “parametreyi
ogrenme” fikrine doniisiir.




1.6. Alistirmalar

1.6. Alistirmalar

. “Bir saymun 5 fazlas1” ifadesini x ile yaz.

. 3x — 2 bir ifade mi, denklem mi?

. 3x — 2 = 7 bir ifade mi, denklem mi?

. 2z + 1 ifadesini z = 4 i¢in hesapla.

. ox + 3 ifadesinde katsay1 ve sabit nedir?

. “Bir saymin 2 kat1 10’a esittir” ciimlesini denklem olarak yaz.

AN N AW -

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

z+5

Ifade (esittir isareti yok — hesaplanir, ¢oziilmez)
Denklem (esittir isareti var — x ¢oziiliir)
24)+1=9

Katsay1 5, sabit 3

2z =10

AN R LD =

Sonraki ders: Denklem Mantigi (dogrusal denklemler).






2. Denklem Mantigi

Bu derste cebirin en temel tagini koyuyoruz: denklem ¢6zmek. Amag islem ezberlemek degil, neden dyle
yaptigimizin mantigin1 kurmak. Bu mantik ileride bir modelin bilinmeyen parametresini ¢6zmekten dogrusal
model y = wx + b’yi anlamaya kadar her yerde karsina ¢ikacak.

2.1. Cebir nedir?

Cebir, bilmedigimiz bir say1y1 bir harfle gosterip onu bulma yontemidir.

r+5=12

Buradaki = heniiz bilmedigimiz sayidir. Soru su: hangi sayiya 5 eklersek 12 olur? Cevap x = 7, ¢linkii
7T+5=12.

2.2. Degisken, ifade, denklem

[d
1 Kavram

* Degisken: bilmedigimiz ya da degisebilen say1. Harfle gosterilir: z, y, a, b.
« Ifade: esittir isareti olmayan matematiksel yazi. Orn. 3z + 5.
* Denklem: iki tarafi birbirine esit olan yazi. Orn. 3z + 5 = 20.

3x + b ifadesinde:

*  — degisken

* 3 — katsay1

* 5 — sabit say1

e 3z — 3 X x demektir (3 4+ z degil)

Ornegin v = 4ise 3z = 3 x 4 = 12.

11



2. Denklem Mantigt
2.3. Denklem bir terazidir

z + 5 = 12 denkleminde sol taraf ile sag taraf esit agirliktadir. Dengeyi bozmamak i¢in bir tarafa yaptigin
islemi digerine de yapmalisin. iki taraftan da 5 ¢ikaralim:

r+5-5=12-5 = x=7

I Altin kural

Denklemin bir tarafina yaptigin islemi diger tarafina da yapmalisin. Amag: 2’i yalniz birakmak.

2.4. Ters iglemler

Bir sayinin yanindaki islemi kaldirmak i¢in ters islemi kullaniriz:

Islem Ters islem

+5 -5
—5 +5
X5 )
=5 x5

2.5. Ornekler

Ornek 1. z + 8 = 15. Yamindaki +8’in tersi —8:
r+8—-8=15—-8 = =7 (kontrol: 7+ 8 = 15)

Ornek 2. z — 4 = 10. Tersi +4:
r—44+4=104+4 = z=14

Ornek 3. 3z = 18. z, 3 ile carpildig1 igin iki tarafi 3’e boleriz:
3r 18

3 3 r=6

Ornek 4 (iki islem). 2z + 5 = 17. Islemleri ters sirayla kaldir — 6nce 45, sonra X 2:
2r=12 = x=6 (kontrol: 2(6) +5 = 17)

Ornek 5 (iki tarafta da ). 52 — 4 = 3z 4 10. Once z’leri bir tarafta topla (iki taraftan 3z ¢ikar):
21 —4=10 = 2z=14 = x=7
Kontrol: sol taraf 5(7) — 4 = 31, sag taraf 3(7) + 10 = 31. v

12



2.6. Kesirli denkleme kiiciik giris

“Karsiya gecince isaret degisir” aslinda ne demek?

Okulda “x 4+ 5 = 12 — 5 karsiya —5 olarak gecer” denir. Bu pratik bir kisayol, ama say1 kendi kendine
karsiya gegmez. Gergekte yaptigin sey iki taraftan da 5 ¢ikarmaktir:

r+5—5=12-5

Mantig1 boyle dgrenirsen daha karmasik denklemlerde hata yapmazsin.
2.6. Kesirli denkleme kiiclik giris
z
Z_5
4
Burada z, 4’e boliinmiis. Bolmenin tersi carpmadir; iki tarafi 4 ile carp:

4><§:5><4 —~ =20

@ ML Kopriisii

Denklem ¢6zmek = bir bilinmeyeni izole etmek. Makine 6grenmesinde dogrusal modelin kendisi
bir denklemdir: y = wx + b. Egitimde “dogru w ve b nedir?” sorusunu, tipki buradaki gibi dengeyi
bozmadan adim adim ¢ozeriz. Bugiin 6grendigin izole etme mantig1, ileride binlerce parametreli
sistemlerin temelidir.

2.7. Alistirmalar

Asagidaki denklemleri ¢6z:

. z4+9=16

2. x —7=12

3. 4z =28

4. 2z +3 =15

5.3z —5=16

6. 5x:1:+2:3:1:+18

8. Sozel: Bir saymin 3 katinin 4 fazlasi 25°tir. Denklemi 3z + 4 = 25; x’i bul.

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

l.x=7
2. =19
3.x="7
4. 2r=12=2=06

13



2. Denklem Mantig

503r =21=x="7
6. %sx—3a::18—2:>2:1::16:>a::8
7. Z:5:>x:20
8. 3xr=21=2x="7

Sonraki ders: Kesirli Denklemler ve Uslii Ifadeler.

14



3. Kesirli Denklemler

Paydadan kurtulma — denklem mantiginin kesirli hali

Bir 6nceki derste denklemi terazi gibi ¢cozmeyi 6grendik: bir tarafa yaptigini digerine de yap, bilinmeyeni
yalmiz birak. Kesirli denklemde ayn1 mantik gecerli; tek ek adim, paydadan kurtulmak. Kesir goziini
korkutmasin — bir kez payday1 temizleyince elinde siradan bir denklem kalir.

3.1. Temel fikir: paydayi sil

Bir tarafta payda varsa, iki tarafi o paydayla carp. Bolmenin tersi carpmadir:

x4
=5 —

x
— 20
4

Iki tarafi 4 ile ¢arptik; soldaki 4 sadelesti, 2 yalmz kaldu.

3.2. Bilinmeyen paydadaysa

Bilinmeyen paydadaysa da yontem ayn1 — iki tarafi o ifadeyle ¢arp:

Bir gart: payda sifir olamaz

12
— ifadesinde * = 0 olamaz, ¢iinkii sifira bolme tanimsizdir. Bilinmeyen paydadayken buldugun

x
cevabin paydayi sifir yapmadigini her zaman kontrol et.
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3. Kesirli Denklemler

3.3. Iki kesir esitse: capraz carpim

% = 2 biciminde iki kesir esitse, caprazlari carparsin: a - d = b - c¢. Bu aslinda iki tarafi b - d ile carpmanin
kisayoludur.
1 —1
x‘g _ “””3 = 3x+1)=2z—1)
3r+3=2x—2 = x=-5

—-5+1 -4 —-5—-1 —6

Kontrol: sol + = — = —2,sa8 =—=-2.V
2 2 3 3

3.4. Birden cok kesir: ortak payda

Toplama/¢ikarma iceren kesirli denklemde iki tarafi ortak paydayla (paydalarin en kiiclik ortak kati1) carp.
Boylece tiim kesirler ayn1 anda silinir:

6
+2=5 2y 3:42=30 = 5:=30 = =6

wlg

T
2

I Altin kural

Paydayla carparken her terimi carp — sadece kesirli olanlar1 degil, esittirin diger tarafindaki say1y1 da.

5 + 3= 5’te 6 ile carpinca 5 de 30 olur. En sik hata, bir terimi atlamaktir.

3.5. Ornekler

Ornek 1. % = 4. Iki tarafi 5 ile garp:

e 20 .
Ornek 2. — = 4 (z # 0). Iki tarafi x ile carp:
x

.. 2 —4
Ornek 3 (capraz carpim). % _Z 5 :
20 +2)=3rx—4) = 22+4=3x—-12 = x=16

16+2 _  16-4
=6, = =

6. v

Kontrol:

Ornek 4 (ortak payda). g + % = 9. Ortak payda 4; iki tarafi 4 ile ¢arp:

2c+x=36 = 3z=36 = x=12

16



3.6. Alistirmalar

@ ML kopriisii

Kesir aslinda bir orandir. Makine 6grenmesinde oranlar her yerde: olasilik p =

istenen

toplam
birim uzunluga indirgerken biiytiklii§iine boleriz (normalizasyon), 6grenme orani (learning rate) kiiciik

bir kesirdir. Payday1 sadelestirme ve oranlarla rahat ¢alisma, bu kavramlarin hepsinin temelinde yatar.

, bir vektori

3.6. Alistirmalar

Coz:
1Ly
s
2. — =6
i
3. - 4+2=7
E.
4, =+ = =
2+4 )
5 a:+2_x—4
'203 2
6. — =4
X

(] o es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)

=20

I8=06r=>x=3

§:5:>x:15

x4: 2x+x=36=3r=36=x=12

Capraz:2(z +2)=3(r —4)=2x+4=3z—12=2 =16
20=4r=2=5

A

Sonraki ders: Uslii Ifadeler.
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4. Usli ifadeler

Tekrarli carpmanin kurallar1 — sifir, negatif ve kesirli tisler

Us, bir say1y1 kendisiyle kag¢ kez carptigimizi1 gdsteren kisa yazimdir. Biiyiik ve kiiciik sayilarla, biiyiimeyle,
mesafeyle calisirken her yerde karsina ¢ikar — bu yiizden kurallarinin mantigini oturtmak 6nemli.

4.1. Us nedir?

n

N — e’

n kez

Burada a taban, n iistiir. Ornegin 22 =2-2.2 = 8.

Dikkat: 23, 2 x 3 = 6 degildir. Us, carpan sayisin1 sdyler, carpanin kendisini degil.

4.2. Temel kurallar

m., N _ ,mtn _ _—_ amn m\n _ ,mn
am - a a il (a™) a
a\™ a"
b)Y = q"b" (_) —_
(ab)" =a 2 m

Mantig1 basit: aymi tabam carparsan iisler toplamr (a? - a® = (aa)(aaa) = a®), bolersen cikarilir, iissiin

iissiinil alirsan carpilir.

4.3. Sifir ve negatif s

Bunlar1 ezberleme — bdlme kuralindaki oriintiiden ¢ikar. 2’nin kuvvetlerinde her adimda 2’ye bdlersek:

Us Deger

23 8

22 4 =92
21 2 =92
20 1 =92
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4. Uslii Ifadeler

Us Deger
-1 1 .
2_2 3 =2
Oriintii kendiliginden iki kural1 veriyor:
a®=1 (a+#0) cf"—i
= =

Negatif iis, say1y1 negatif yapmaz; tersini (resiprokalini) alir.

4.4. Kesirli Gis = kok

Payda kok derecesini verir:

l/n —n a am/n — n/am

Ornegin 16Y/2 = /16 = 4 ve 81/3 = {/8 = 2.

a

I Altin kural

Us kurallar1 yalmizca carpma, bolme ve kuvvet islemlerinde gegerlidir. Toplama bunlari birlestirmez:

m n

am-a” =am" v a™ +a" # amtm

a™ + a’ sadelegsmez, dyle birakilir.

iki sinsi hata

e (@+0b)" #a"+b™ Ornegin (z + 3)* = 2% + 62 + 9, asla 2% + 9 degil. (Bunu bir sonraki
derste 6zdesliklerle gorecegiz.)

s Isaret-parantez farki: —3%2 = —(32?) = —9, ama (—3)? = 9. Parantez yoksa iis sadece say1ya
etki eder, eksiye degil.

4.5. Ornekler

Ornek 1. 23 - 24 = 23+4 — 27 — 128
. IG

Ornek 2. — = 2672 = g4

X

Ornek 3. (23)? = 232 = 26

Ornek 4. (27)3 = 2323 = 823

20



4.6. Alistirmalar

" 11
Ornek5.50:1V62_3:2—3:§

Ornek 6. 271/3 = 27 =3

@ ML kopriisii

Usler makine 6grenmesinin her katmaninda: iistel fonksiyon e? softmax ve sigmoid’in icinde, 2" biiyii-
mesi algoritma karmagikliginda, bilimsel gosterim (10~ gibi) kiiciik 6grenme oranlari ve gradyanlarda.
Ayrica vektor biiyiikliigiindeki kareler (2 + y?) ve bir sonraki dersin konusu logaritma — hepsi iissiin
dilini konusur. Logaritma, {issiin tersidir.

4.6. Alistirmalar

Sadelestir / hesapla:

cqd

|@H
g w

w

a
Y
372

251/2

(22%)°

70 + 23

—32 kactir? (parantez yok)

2)4

—~

P NN AW D=

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

. 23(2?)3 = 828
. 148 =9 (ciinkii 7° = 1)
. —(32%) = —9 — parantez olmadig1 icin iis sadece 3’e etki eder. (Karsilagtir: (—3)% = 9.)

PN U A L
S-S
ot
I
ot

Sonraki ders: Carpanlara Ayirma.
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5. Carpanlara Ayirma

Dagitmanin tersi — ortak carpan ve ii¢ terimli ifadeler

Carpanlara ayirma, bir toplami ¢carpima cevirmektir — yani dagitmanin (parantez agmanin) tersi. Bu beceri
ikinci derece denklemleri ¢cozmenin, ifadeleri sadelestirmenin ve koklerini bulmanin temelidir.

5.1. Carpanlara ayirma nedir?

Dagitma ¢arpimi toplama agar; ¢arpanlara ayirma toplami geri ¢arpima toplar:

a(b+c) =ab+ ac = ab + ac = a(b+ c)

Soldan saga giderken (dagitma) parantez agilir; sagdan sola giderken (¢arpanlara ayirma) ortak parca disar
alinir.

5.2. Ortak carpan
[k bakilacak sey: tiim terimlerde ortak olan en biiyiik parca var m1? Varsa disar al.
6z +9=32x+3) 2?H+rx=x(+1) 42?4+ 62 =222z +3)

Kontrol igin her zaman geri dagit: 3(2x + 3) = 6x + 9. v/

5.3. Ug terimli ifade

22 4 bz + ¢ bicimindeki ifadeyi carpanlara ayirmanin mantig1, ¢arpimi agmaktan gelir:

(z+p)(x+q) =2+ (P+qz+pq

Yani ¢carpimi c, toplanm b olan iki sayiy1 (p ve ¢) arariz.

Ornek: 22 + 5z + 6 igin ¢arpimu 6, toplami 5 olan iki say1 — 2 ve 3:
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5. Carpanlara Ayirma

22 +5x+6=(z+2)(x+3)
Isaretli 6rnek: 22 — 2 — 6 igin carpimi —6, toplam1 —1 — —3 ve +2:

2> —x—6=(z—3)(z+2)

5.3.1. isaretleri hizl bulma

c isareti b isareti Carpanlarin igareti
+ + ikisi de +
+ — ikisi de —
— herhangi 71t isaretli (mutlak degeri
biiyiik olan, b’nin igaretini
alir)

I Altin kural

Carpanlara ayirma = dagitmanin tersi. Sonucundan emin olmak i¢in her zaman geri ¢arp: (x — 3)(z +
2)’yi aginca 22 — x — 6 ¢ikiyorsa dogru ayirmigsin demektir.

Sadelestirmede sik hata

Bir kesri sadelestirirken yalnizca ortak carpam gotiirebilirsin, terimi degil:

-+ 2
T

2
71

Buradaki z bir terim, ¢arpan degil; gotiiremezsin. Once pay carpanlara ayrilir, sonra ortak carpan
sadelesir.

5.4. Ornekler

Ornek 1. 10z + 15 = 5(2x + 3)

Ornek 2. 2% + 3z = z(z + 3)

Ornek 3. 2% + 7z + 12: carpim 12, toplam 7 — 3,4 — (x + 3)(z + 4)
Ornek 4. 22 — 5z + 6: carpim 6, toplam —5 — —2, —3 — (x — 2)(z — 3)

Ornek 5. 2% + 22 — 15: garpim —15, toplam 2 — 5, —3 — (z + 5)(z — 3)
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5.5. Alistirmalar

@ ML kopriisii

Carpanlara ayirma, bir ifadeyi yap1 taglarma bolmektir. Ikinci derecede bu, fonksiyonun nerede sifir
oldugunu (koklerini) bulmak demektir — bir sonraki konularda paraboliin ekseni kestigi noktalar.
Makine 6grenmesinde de bir fonksiyonun sifir/minimum noktasini bulmak (6rnegin tiirevi sifira esitleyip
¢Ozmek) optimizasyonun kalbidir; ayni “sifira esitle ve ¢6z” fikri.

5.5. Alistirmalar

Carpanlara ayir:

8xr + 12
z% 4 5x
22+ Tz +12
22 —5x+6
2 —x—12
x? +2x —15

AR

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

Ortak ¢arpan 4: 4(2z + 3)

Ortak ¢arpan z: z:(x + 5)

Carpim 12, toplam 7 — 3,4: (z + 3)(z + 4)
Carpim 6, toplam —5 — —2, —3: (x — 2)(z — 3)
Carpim —12, toplam —1 — —4, +3: (z — 4)(x + 3)
Carpim —15, toplam 2 — +5, —3: (x + 5)(x — 3)

AN kE LD =

Sonraki ders: Ozdeslikler.
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6. Ozdeslikler

Ucg 6zel kalip — hem a¢gmak hem ¢arpanlara ayirmak icin

Ozdeslikler, siirekli karsina gikan birkac 6zel carpim kalibidir. Ezberlemeye deger, ciinkii her biri iki yonde
calisir: soldan saga gidersen parantez acarsin (dagitma), sagdan sola gidersen ¢arpanlara ayirirsin. Bir 6nceki
dersin dogrudan devami.

6.1. Uc 6zdeslik

(a+b)? = a? + 2ab + b?
(a —b)? = a? — 2ab + b*
a?—b%>=(a—"b)(a+0b)

Ilk ikisi tam kare, iiciinciisii iki kare farkidur.

6.2. (a + b)? neden orta terimli?

En sik yapilan hata (a + b)?’yi a® + b? sanmaktir — ortadaki 2ab unutulur. Neden orada oldugunu kare
alanmyla gérmek en kalici yoldur: kenari a + b olan bir karenin alan1 dort pargaya boliiniir.

Toplam alan: a® + ab + ab + b = a® + 2ab + b>. “a® + b” deseydin, iki turuncu dikdortgeni — yani
2ab’yi — atmig olurdun.

6.3. (a —b)?
Ayni kalip, tek farkla: orta terim eksidir.

(a—b)? = a® — 2ab + b*

Ornek: (z — 3)% = 22 — 62 + 9.
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6. Ozdeslikler

a b

Sekil 6.1.: (a + b)? alan modeli: kenar1 a + b olan karenin alan1 dort parcadur. iki turuncu dikdortgen, stk
unutulan 2ab terimidir.
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6.4. Iki kare fark:

6.4. iki kare farki

Bu 6zdeslik 6zellikle ¢arpanlara ayirmada ise yarar: iki tam karenin farki, toplamlariyla farklarinin ¢arpimi-
dir.

a?—b%>=(a—"b)(a+b)

Ornek: 22 — 25 = 22 — 52 = (z — 5)(z + ).

! Altin kural

Ug 6zdeslik de iki yonde caligir — hem agarsin hem carpanlara ayirirsin. Kalibr tani: kare + kare ortada
bir terimle mi (tam kare), yoksa kare eksi kare mi (iki kare farki)?

iki kritik tuzak

* (a+b)? # a® + b2. Orta terim 2ab’yi asla unutma.
» iki kare farki yalnizca ¢tkarmada calisir: a? — b2 carpanlara ayrilir, ama a? + b? (kare toplam)
reel sayilarda ayrilmaz.

6.5. Ornekler

Ac¢ma:

s (z+4)2=22+8x+16
s (x—3)2%=22—62+9
s (z+5)(x—5)=a2—-25

Carpanlara ayirma:

e 22— 9= (z—3)(z+3)
e 224+ 10z + 25 = (v + 5)?
e 22 —16= (v —4)(z+4)

@ ML kopriisii

(a — b)? 6zdesligi, makine 6grenmesinin en yaygin kayip fonksiyonunun tam igindedir. Kare hata
(squared error): bir 6rnek igin (y — )%, Acarsak:

(y—9)?=v*>—2yg+ 9

Modelin parametrelerine gore tiirevini (gradyanini) alirken bu acilim dogrudan isine yarar. Yani bu
“okul 6zdesligi”, MSE kaybinin ve gradyan inisinin cebirsel temelidir.
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6. Ozdeslikler
6.6. Alistirmalar

Ilk iicii ac, son iiciinii carpanlara ayir:

x + 3)?

22+ 8x + 16
x2 —49

SNk
8
[\
|
B
>

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1. 22 +6x+9

2. 22 —8x + 16

3. 22 — 36

4. (x —5)(x+5)

5. (x +4)? —tam kare (16 = 42,8 = 2 - 4)
6. (x—T)(x+7)

Sonraki ders: Ikinci Derece Denklemler.
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7. Ikinci Derece Denklemler

Iki ¢oziim yolu — ¢arpanlara ayirma, formiil ve diskriminant

Ikinci derece denklem, bilinmeyenin en yiiksek kuvvetinin 2 oldugu denklemdir. C6zmenin iki yolu var: ifade
giizelce carpanlara ayriliyorsa hizli yol, ayrilmiyorsa her zaman calisan formiil. ikisi de ayni1 kokleri verir.

7.1. ikinci derece denklem nedir?

az? +bx+c=0 (a #0)

a, b, ¢ katsayilardir; a sifir olamaz (olsa denklem dogrusal olurdu).

7.2. Yol 1 — Carpanlara ayirma

Bir onceki derslerin dogrudan uygulamasi. Dayandigi kural: bir ¢arpim sifirsa, carpanlardan en az biri
sifirdar.

A-B=0 = A=0veya B=0

Once ¢arpanlara ayir, sonra her ¢arpam sifira esitle:

?—2—-6=0= (z—3)(z+2)=0 = =23 veya v = —2

7.3. Yol 2 — Formiil

Ifade carpanlara ayrilmasa bile ¢alisir:

—b+ Vb? — 4dac
xTr =
2a

Ayni denklem (a = 1, b = —1, ¢ = —6):
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7. Ikinci Derece Denklemler

=D+ VED2—4()(=6)  14£v25 145 B B
T = 2(1) = 2 = = =3 veya x = —2

Ayni sonu¢ — iki yol da dogru.

7.4. Diskriminant: ka¢ kok var?

Formiildeki kok icindeki ifadeye diskriminant denir:

A =b%—4dac

Isareti, denklemin kag reel kokii oldugunu séyler:

* A > 0 — iki farkl reel kok
* A =0 - tek (¢ift) kok
¢ A < 0 - reel kok yok (kokler karmagik)

7.5. Geometrik anlam: paraboliin kokleri

Kokler aslinda y = ax? + bz + ¢ paraboliiniin x eksenini kestigi noktalardir. Diskriminant da bu kesisimin
kac kez oldugunu soyler:

A >0 — iki kdk A =0 — tek kdk A <0 — kok yok

WAV

Sekil 7.1.: Diskriminant ve parabol: A > 0 iki kesisim (iki kok), A = 0 teget (tek kok), A < 0 kesisim yok
(reel kok yok).

Ug parabol de aym y = 22 + c ailesinden, sadece yukari/asag1 kaymus: dibi eksenin altindaysa iki kez keser,
tam degiyorsa bir kez, listiindeyse hi¢ kesmez.
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7.6. Ornekler

! Hangi yolu, ne zaman?

Carpanlara kolay ayriliyorsa o hizlidir; ayrilmiyorsa formiil her zaman ¢alisir; sadece kag¢ kok oldugunu
merak ediyorsan diskriminanta bakman yeter. Her durumda once denklemi = 0 formuna getir —
x% = bz — 6 ise once 2 — bz + 6 = 0 yaz.

Formiilde isaret tuzagi
» —b: b negatifse —b pozitif olur. b = —4 ise —b = +4.

* b2: negatif olamaz (b = 0’da sifir, yani > 0), b negatif olsa bile. Diskriminantta ve formiilde en
cok hata bu iki noktada yapilir.

7.6. Ornekler

Ornek 1 (carpanlara ayirma). 22 + 72 +12=0= (z + 3)(x +4) = 0= 2 = —3 veya — 4

e 4+ 2
Ornek2(f0rmiil).:z:2—4x+3:O:A:16—12:4,x:%:>:13:3veya1

Ornek 3 (diskriminant). 22 + 22 4+ 5 =0: A =4 — 20 = —16 < 0 = reel kok yok.

@ ML kopriisii

Tek parametreli kare hata kaybi bir paraboldiir; en iyi parametre, bu paraboliin en al¢ak noktasidir
(tepe noktas1). Gradyan inisi aslinda o dibi arar. Ikinci derecenin geometrisi — parabol, kikler, tepe
noktast — optimizasyonun gorsel temelidir. “Tiirevi sifira egitle ve ¢6z” fikri de buradaki “sifira egitle
ve ¢0z” ile ayni.

7.7. Ahstirmalar

. Carpanlara ayirarak ¢oz: 22 + 5z + 6 = 0

. Carpanlara ayirarak ¢oz: 22 — 2 — 6 = 0

. Formiille ¢6z: 22 — 42 + 3 =0

. Formiille ¢6z: 22 + 62 +9 =0

. Kag reel kok (sadece diskriminant): 202 4+3x+5=0
. Kag reel kok (sadece diskriminant): 22 — 62 +9 =0

AN N AW N -

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)
. (x+2)(z+3)=0=2=—2veya —3
2. (x—=3)(x+2)=0=x=3veya — 2
442
3. A=4, sz:>:c:3veya1

4. A =36—136=0, x:7:—3(giftk6k;(x+3)2=0)
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7. Ikinci Derece Denklemler

5. A =9—40 = —31 < 0 = reel kok yok
6. A =36 — 36 =0 = tek (¢ift) kok, z = 3

Sonraki ders: Egitsizlikler.
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8. Esitsizlikler

Bir aralik ¢6zmek — yon kurali, say1 dogrusu, aralik notasyonu

Esitsizlik, esittir yerine bir karsilastirmadar: bir taraf digerinden kiiciik ya da biiyiiktiir. Denklemden tek
biiyiik farki, ¢6ziimiin tek bir say1 degil, bir aralik (sonsuz ¢6ziim) olmasidir.

8.1. Esitsizlik nedir?

Dért sembol: < (kiiciik), > (biiyiik), < (kiiciik veya esit), > (biiyiik veya esit). Ornegin x > 3, “3’ten biiyiik
tiim sayilar” demektir — 3,1, 4, 100... hepsi ¢oztiimdiir.

8.2. Cozme: tek kritik fark

Esitsizligi denklem gibi ¢ozersin — terimleri tasi, bol. Tek ek kural su:

! Altn kural
Negatif bir sayiyla carpar veya bolersen, esitsizligin yonii degisir.

=(=2)
—2r<6 — x>-3

< isareti > oldu, ciinkii —2’ye boldiik. Toplama/¢ikarmada ve pozitifle carpma/bdlmede yon sabit
kalir; sadece negatifte doner.

Yon degismeyen Ornek (pozitifle bolme):

3 —5<7 = 3r<12 = <4

8.3. Coziimii gdosterme — sayi dogrusu
Bir esitsizligin ¢6zlimiinli say1 dogrusunda taranmis bir aralik olarak gosteririz. U¢ noktanin dahil olup

olmadigini1 dairenin tiirii soyler:

Iki kural: a1k ug¢ = sinir dahil degil (<, > igin), kapali u¢ = sinir dahil (<, > icin).
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8. Esitsizlikler

Sekil 8.1.: —3 < x < 5 ¢oziimii: —3’te agik ug (dahil degil), 5’te kapali u¢ (dahil), arasi tarali.
8.4. Aralik notasyonu
Coziimii kisa yazmanin yolu. Parantez ( dahil degil, kdseli parantez [ dahil:

x>-3 = (=3, ) —3<z<5 — (=3, 5]

Sonsuz (c0) her zaman parantez alir, asla koseli — sonsuza “ulasamadigin” icin.

8.5. Bilesik esitsizlik
x iki deger arasindaysa, her parcaya ayni islemi yaparak ¢ozersin:
-1 +2
—1<2z24+1<7T — 2<22<6 — —1<x<3

iki tuzak

* Negatifle carp/boldiigiinde yon ¢evirmeyi unutmak — en sik kacirilan kural.
» Sonsuza koseli parantez koymak — yanlig; oo ve —oo her zaman parantez alir.

8.6. Ornekler

Ornek 1. 27 + 3 > 11 = 22 > 8 = x > 4, yani (4, 00)

% +~(=3)

Ornek 2 (yon déner). —3z <9 —— z > —3, yani [—3, o0)

% +(—2)
Ornek 3 (yon doner). 5 —2x < 1 = —22 < —4 —— x> 2, yani (2, 00)

@ ML Kopriisii

Esitsizlik makine 6grenmesinde her yerde. Olasilik 0 < p < 1 araligindadir. En yaygin aktivasyon
ReLU, max (0, x) yani “x > 0 ise x, degilse 0” — bir esitsizlik karari. Karar egikleri (skor > 0,5 ise
siif 1), optimizasyon kisitlar1 ve gradyan kirpma (gradient clipping) hep esitsizliktir.
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8.7. Alistirmalar
8.7. Alistirmalar

Coz ve aralik notasyonuyla yaz:

204+ 3 > 11

—3z < 9 (dikkat — yon!)

5 — 2z < 1 (dikkat — yon!)

x > 2 (sadece aralik notasyonu)
—1 < x4+ 3 < 4 (bilesik)

>3

AN

|8

(] oo es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)

20 >8=x>4= (4, )

+(—3), yon doner: x > —3 = [—3, o0)

—2x < —4, +(—2) yon doner: x > 2 = (2, 00)
[2, o0)

Her pargadan 3 ¢ikar: —4 < x < 1 = (—4, 1]
x>6=[6, )

AN

Sonraki ders: Logaritma.
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9. Logaritma

Ussiin tersi — carpimi toplama geviren iglem

Logaritma, iis almanin tersidir. Us “bu tabam su kadar kez carparsam ne olur?” diye sorar; logaritma ters
yonden sorar: “bu say1y1 elde etmek icin tabam kacinci kuvvete yiikseltmeliyim?”’ Bu ters bakis, makine
ogrenmesinin en kritik araglarindan biridir (log-loss, olabilirlik).

9.1. Logaritma nedir?

Tanim iki yonde okunur:

log,(z) =y << W=u

Ornegin 10g2(8) = 3, ciinkii 23 = 8. Yani log,, 8 sorusu aslinda “2’yi kaginct kuvvete yiikseltirsem 8 olur?”
demektir.

Us tablosundan okumak en kolay1:

Us ifadesi  Logaritma ifadesi

23 =8 log, 8 =3
10> =100  log,,100 =2
50 =1 log. 1 =0
31=3 log,3=1

9.2. Us ve logaritma: ayna goériintiisii

Ikisi birbirinin tersi oldugu igin grafikleri y = x dogrusuna gore simetriktir — biri digerinin aynadaki
yansimasidir:

9.3. Yaygin tabanlar

* Taban 10 — log, ,, ¢cogu yerde sadece log yazilir.
* Taban e — log  yerine In yazilir (dogal logaritma). e ~ 2,718. Kalkiilis ve ML'de en sik bu kullanilur.
* Taban 2 — log,, bilgisayar bilimi ve bilgi teorisinde.
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9. Logaritma

—_—y = 2% (US)
— y=1]0g,x (log)
_____ y=X

Sekil 9.1.: Us ve logaritma birbirinin tersidir: y = 2% ile y = log, x, y = = dogrusuna gore simetriktir.
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9.4. Logaritma kurallart

9.4. Logaritma kurallari

Ussiin tersi oldugu icin kurallar da iis kurallarmin aynasi: iiste toplanan sey, logaritmada carpima; iiste
carpilan, logaritmada toplama karsilik gelir.

log, (zy) = log, = + log, y log, (%) = log, z —log, y

log, (") = nlog, = log, 1=0 log, b =1

! En ise yarayan ozellik
Logaritma ¢arpim toplamaya, kuvveti carpmaya cevirir:
log(zy) = logx + logy log(z™) = nlogx

Bu, devasa carpimlar1 ve kuvvetleri siradan toplama/carpmaya indirger — ML de olabilirlik hesabinin
ve sayisal kararlili§in anahtart.

iki tuzak

* Toplama kurali ¢arpim icindir, toplam igin degil: log(x + y) # log x + log y.
* Logaritma yalnizca pozitif sayilar icin tanimlidir: log O ve negatif sayinin logaritmasi yoktur.

9.5. Ornekler

Ornek 1. log2 16 = 4, clinkii 24 = 16.
Ornek 2. log , 1000 = 3, ¢iinkii 10> = 1000.
Ornek 3 (iiriin kurali). log2(4 -8) = log, 4 +log,8 =2+ 3 =5 (kontrol: 4 - 8 = 32 = 25). v

Ornek 4 (kuvvet kurah). log, (8%) = 2log, 8 = 2 - 3 = 6 (kontrol: 8 = 64 = 2°). v/

@ ML kopriisii

Bir modelin olabilirligi (likelihood), yiizlerce olasiligin ¢carpimidir — her biri 1’den kiigiik oldugu icin
bu carpim sayisal olarak sifira ¢oker (underflow). Logaritma alinca carpim toplama doniisir:

log(pypy - pp,) = logp; +logpy + -+ +logp,

Iste bu yiizden ML modelleri log-olabilirligi (log-likelihood) maksimize eder, ¢apraz entropi / log-loss
kayb1 — log(p) kullanir. Bu dersteki iiriin ve kuvvet kurallari, o kaybin cebirsel temelidir.
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9. Logaritma
9.6. Aligtirmalar

log, 16

log,, 100

log_ 1

log, 5

Uriin kuraliyla: log, (8 - 2)

SANRANE SRS

Kuvvet kuraliyla: log, (9%)

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

4 (ciinkii 24 = 16)

2 (ciinkii 10% = 100)

0 (her tabanin 0. kuvveti 1°dir)

1 (her tabanin 1. kuvveti kendisidir)

log, 8 +log, 2 =3 + 1 = 4 (kontrol: 16 = 24)
210g3 9 = 2-2 =4 (kontrol: 81 = 3%)

SAN N

Boliim 1 — Cebir tamamlandi. Sonraki boliim: Fonksiyonlar.
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Kisim Il.

Bolim 2 — Fonksiyonlar
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10. Fonksiyon Kavrami

Girdiyi ¢iktiya baglayan kural — ML modellerinin temel tas1

Boliim 1°de denklemleri ¢ozdiik. Simdi bir adim yukar1 ¢ikiyoruz: fonksiyon. Fonksiyon, bir girdiyi bir
ciktiya baglayan kuraldir. Bu kavram tiim boliimiin — ve aslinda makine 6grenmesinin — temelidir: bir
model, sonugta bir fonksiyondur.

10.1. Fonksiyon nedir?

Fonksiyonu bir makine gibi diisiin: i¢ine bir girdi koyarsin, kuralin1 uygular, sana tek bir ¢ikt1 verir.

girdi cikt

X

~
—h
oS

Sekil 10.1.: Fonksiyon bir makinedir: bir girdi alir (x), kurali uygular (f), tek bir ¢ikt1 verir (f(z)).

Fonksiyonun tek belirleyici kurali sudur: her girdiye karsilik tam olarak bir ¢ikt1 vardir. Ayni girdi her
seferinde ayni ¢iktiy1 vermelidir.

10.2. f(x) gosterimi

f(x), «f fonksiyonunun x girdisindeki degeri” demektir — f carp1 « degil. Kural genelde bir formiille
yazilir:

flz)=2x+1

45



10. Fonksiyon Kavrami

Bir degeri hesaplamak icin x yerine say1y1 koyarsin:

10.3. Tanim ve goriinti kiimesi

* Tanmim kiimesi (domain): fonksiyona girebilecek tiim gecerli girdiler.
» Goriintii kiimesi (range): cikabilecek tiim olas1 ¢iktilar.

Bazi kurallar her girdiyi kabul etmez:

1
f(x) =/ = tanim kiimesi z > 0 h(z) = 5 = ¢ * 2
x’_

Ciinkii negatifin karekokii ve sifira bélme tanimsizdir.

! Fonksiyonu fonksiyon yapan kural

Her girdi tam olarak bir ciktiya gider. Bir girdi iki farkli ¢ikt1 verebiliyorsa, o bir fonksiyon degildir.
(Grafikte: dikey bir dogru egriyi en fazla bir noktada kesmeli — dikey dogru testi.)

iki tuzak

* f(z) bir carpim degildir; “x’teki f degeri” demektir.
* Tanim kiimesini kontrol et: paydada sifir olamaz, kok i¢inde negatif olamaz.

10.4. Ornekler
Ornek 1. f(z) = 22 + 1igin f(5) = 2(5) + 1 = 11.
Ornek 2. g(z) = 22 i¢in g(—3) = (=3)? = 0.

1

Ornek 3 (tamm kiimesi). f(z) = — igin tamim kiimesi = # 0.
x

@ ML kopriisii

Bir makine 6grenmesi modeli, fonksiyonun ta kendisidir: girdi olarak 6zellikleri () alir, ¢ikt1 olarak
tahmini (f(x)) verir. Daha 6nce gordiigiimiiz y = wz + b bir fonksiyondur; bir sinir ag1 ise i¢ ice
gecmis dev bir fonksiyon bileskesidir (bunu ileride gorecegiz). Bir olasilik ¢iktisinin goriintii kiimesi
[0, 1]°dir — Boliim 1°deki esitsizlik araligiyla aym fikir.
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10.5. Alistirmalar

10.5. Alistirmalar

1. f(x):3x—2191nf( ) =7

2. flw) = 2% + Ligin f(=3) =

3. g(x) =2x+5icin g(0) =7

4. f(x) = \/_ x fonksiyonunun tanim kiimesi nedir? (aralik notasyonuyla)
5 f(z)=— fonks1yonunun tanim kiimesi nedir?

6. f(x)—5—2x191nf( ) =

(] o es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)

3(4)—2=10
(—3)2+1=9+1=10
2(0)+5=5

x > 0, yani [0, 00) (karekoke negatif giremez)
x # 0 (sifira bélme tanimsiz)
5—23)=5—-6=-—1

A

Sonraki ders: Dogrusal Fonksiyon ve Egim.
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11. Dogrusal Fonksiyon ve Egim

y =mx + b— ML’in kalbindeki dogru

En basit ve en 6nemli fonksiyon bi¢imi dogrudur. Grafigi diiz bir ¢izgi olan fonksiyona dogrusal fonksiyon
denir. Bu dersteki y = ma + b kalibi, makine 6grenmesinin tam merkezinde duruyor — lineer regresyon ve
tek bir yapay noron, aynen bu denklemdir.

11.1. Dogrusal fonksiyon: y = mx + b

flx)=mz+0b
Iki say1 dogruyu tamamen belitler:

* m — egim (slope): dogru ne kadar dik, hangi yone gidiyor.
* b — y-kesisimi (intercept): dogrunun y eksenini kestigi yer, yani f(0).

11.2. Egim
Egim, “ne kadar yukar1 / ne kadar saga” oranidir — dikey degisimin yatay degisime boliimii:

Ay_ Ya — 41

Ax 9 — x4
Egimin igareti dogrunun yoniinii sdyler:

* m > 0 — dogru yukan ¢ikar.
* m < 0 — dogru asagi iner.

* m = (0 — yatay dogru.

* |m| biyiidiik¢e dogru diklesir.

11.3. y-kesigimi

b, dogrunun y eksenini deldigi noktadir; z = 0 koyarak bulunur: f(0) = m - 0 4+ b = b. Yukaridaki drnekte
f(0) = 1, yani dogru (0, 1)’den geger.
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11. Dogrusal Fonksiyon ve Egim

—_—y=2x+1

I
N

4 - Ay

AXx

Il
=

Sekil 11.1.: y = 2z + 1 dogrusu: egim m = 2 (1 sa8a gidince 2 yukari), y-kesigsimi b = 1, yani (0, 1)
noktasi.
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11.4. Iki noktadan egim

¥ ki say1, bir dogru

m dogrunun egimini ve yoniinii, b ise dikey konumunu belirler. Bu ikisi verildiginde dogru tek bir
sekilde sabitlenir — bagka hicbir bilgiye gerek yoktur.

11.4. iki noktadan egim
(1,2) ve (3, 8) noktalarindan gegen dogrunun egimi:

8—2 6
mT o2

iki tuzak

Ax
Ay
* Noktalarin sirasini ikisinde de ayni tut:

degil — dikey Once, yatay sonra.

Y270 . Birini ters cevirirsen isaret yanlis ¢ikar.

Lo — Iy

Eii Ay "
J im —tir,
£ Az

11.5. Ornekler

Ornek 1. y = 3z — 2: egim m = 3, kesisim b = —2.
Ornek 2. y = —2x + 5: egim m = —2 (asad1 iner), kesigim b = 5.

.. —4
Ornek 3 (iki nokta). (0,4) ve (2,0): m = 8—0 = —2.

@ ML kopriisii

y = mx + b denklemini ML notasyonuyla yaz: y = wzx + b. Bu, lineer regresyonun ve tek bir yapay
noronun tam tanimidir.

* w (agirhik / weight) = egim m — modelin 68rendigi sey.
* b (bias) = y-kesigimi — ¢iktiy1 yukari/agagi kaydiran sabit.

Modeli egitmek, veriye en iyi uyan w ve b degerlerini bulmaktir; gradyan inisi tam olarak bu egimi ve
kesisimi ayarlar. Bir sinir ag1 ise iist iiste y1g1lmis binlerce bdyle dogrudur (daha dogrusu: aktivasyon —
dogrusal-olmayanlik — olmadan bu bileske tek bir dogruya cokerdi; ag1 bir dogrudan fazlasi yapan,
araya giren aktivasyonlardir). Bu tek satir, tiim derin 6grenmenin tohumudur.

51



11. Dogrusal Fonksiyon ve Egim
11.6. Alistirmalar

y = 4z + 3 dogrusunun egimi ve y-kesisimi nedir?
(2,5) ve (4, 11) noktalarindan gegen dogrunun egimi?

y = —x + 7 dogrusunun egimi nedir?

Egimi 2, y-kesisimi —1 olan dogrunun denklemi?
(0,4) ve (2,0) noktalarindan gegen dogrunun egimi?
f(x) = bx dogrusunun y-kesigimi nedir?

SR

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

A o

Sonraki ders: Parabol.
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12. Parabol

Ikinci derece fonksiyonun U bicimi — ML deki kayip cukuru

Ikinci derece bir fonksiyonun grafigi bir paraboldiir — U bigimli bir egri. Boliim 1°de ikinci derece denk-
lemleri ¢6zmiistiik; simdi o denklemin grafigine bakiyoruz. Bu sekil ML'de dogrudan karsina ¢ikar: kayip
fonksiyonu (loss) ¢cogu zaman tam bdyle bir ¢ukurdur ve egitim, o cukurun dibini aramaktr.

12.1. Parabol: y = ax? + bx + ¢

f(x)=az?*+bxr+c (a#0)

12.2. a kollarin yéniini ve genigligini belirler

* a > 0 — kollar yukari agilir, paraboliin bir minimumu vardir (¢ukur).
* a < 0 — kollar asag1 acilir, bir maksimumu vardir (tepe).
* |a| biiyiidiikge parabol darlagir; kiigiildiikge yayvanlagir.

12.3. Tepe noktasi
Tepe noktasi, paraboliin dondiigii yerdir — minimum ya da maksimum. x koordinati:

b

Liepe = _%

Bu z’i fonksiyona koyunca tepe noktasinin y degeri ¢ikar. @ > 0 ise tepe en algak nokta (minimum), a < 0
ise en yiiksek nokta (maksimum).
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12. Parabol

simetri ekseni x=2

Sekil 12.1.: y = 22 — 4z + 3 paraboli: kollar yukari (a > 0), tepe noktas1 (2, —1), kokler z = 1 ve = = 3,
simetri ekseni z = 2.



12.4. Kokler ve diskriminant

12.4. Kokler ve diskriminant

Paraboliin = eksenini kestigi yerler koklerdir (y = 0). Bunlar Boliim 1’deki ikinci derece denklemin
¢oziimleridir; kag tane oldugunu diskriminant A = b? — 4ac soyler:

* A > 0 — iki kok (parabol ekseni iki noktada keser),
* A = 0 — bir kok (tepe tam eksenin iistiinde),
* A < 0 — reel kok yok (parabol ekseni hi¢ kesmez).

I Onemli olan ne?

a paraboliin yoniinii ve genisligini, tepe noktasi ise doniim yerini (min/max) verir. Optimizasyonda
asil pesinde oldugumuz sey bu tepe noktasidir — fonksiyonun en kiiciik (veya en biiyiik) degeri orada.

12.5. Ornek

f(x) = 2% — 42 + 3 paraboli:

* ¢ =1 > 0 — kollar yukar1, minimum var.

—4
e Tepe: & = —m = 2,sonra f(2) =4 —8+3=—1 - tepe (2,—1).

s Kokler: 22 —4z +3=(z—1)(x—3)=0=z=1, 2 = 3.
* y-kesisimi: ¢ = 3.

iki tuzak

b
* Tepe formiilii —2—’d1r; bagtaki eksi isaretini unutma.
a

* Her parabol x eksenini kesmez (A < 0 ise kok yoktur) — ama yine de bir tepe noktasi vardir.
“Kok yok” demek “tepe yok” demek degildir.

@ ML kopriisii

Bir modeli egitirken, hatay1 6lcen bir kayip fonksiyonu (loss) tanimlariz — en yaygini ortalama kare
hata (MSE). Tek bir agirligin fonksiyonu olarak ¢izildiginde MSE tam bir parabeoldiir: yukar: acilan bir
cukur. Egitim, bu cukurun dibine (tepe noktasi = minimum kay1p) inmektir; gradyan inisi adim adim o
dibe yuvarlanir.

a > 0 olan ¢ukur bi¢imi “konveks” demektir — tek bir minimum vardir, bu yilizden optimize etmesi
kolaydir. Paraboliin geometrisi, modelin nasil 6grendiginin dogrudan resmidir.

12.6. Alistirmalar

1. y = 2 — 6 + 5 paraboli yukar: m1 asag1 m1 agilir?
2. y = —222 + 4z paraboli tepe noktasinin z koordinat1 nedir?
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12. Parabol

3. y = 22 — 4 paraboli kokleri nelerdir?

4. y = 3x% + 2x — 1 paraboli y-kesigimi nedir?

5. y = x2 — 6 + 5 paraboli tepe noktasi (z ve )?

6. y = —x2 + 1 paraboli maksimum mu minimum mu vardir?

(] oo es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1. Yukari (¢ =1 > 0).
2. ¢ = 1 1 1

‘ 2(-2) —4
3.22-4=0=22=4=2=2veyax = —2.
4. c = —1. 6
5. = M = 3,sonra f(3) =9 — 18 +5 = —4 — tepe (3, —4).
6. Maksimum (@ = —1 < 0, kollar asagi).

Sonraki ders: Ustel ve Logaritmik Fonksiyon.
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13. Ustel ve Logaritmik Fonksiyon

Biiyiime, ¢iirlime ve onlarin tersi — sigmoid’in temeli

Boliim 1°de iis (Uslii Ifadeler dersi) ve logaritmanin (Logaritma dersi) cebirini gordiik. Simdi bunlari fonksiyon
olarak ele alip grafiklerine bakiyoruz. Bu iki sekil modern ML in motorudur: sigmoid ve softmax dogrudan
tistel fonksiyona, kay1p fonksiyonu ise logaritmaya dayanir.

13.1. Ustel fonksiyon: f(z) = b”
Degiskenin iiste ¢iktig1 fonksiyondur (taban sabit, iis degisken):

F@) =b" (b>0,b+1)

Davranigi tabanin degerine baglhdir:

* b > 1 — biiyiime: giderek daha hizli artar (6rn. 2%).
* 0 < b < 1 - ciiriime: sifira dogru azalir (6rn. (1/2)%).
* Her zaman pozitiftir (goriintii kiimesi > 0) ve b° = 1 oldugu igin daima (0, 1)’den geger.

13.2. Dogrusal vs ustel: sabit fark mi, sabit oran mi1?

Dogrusal fonksiyon her adimda sabit bir miktar ekler; iistel fonksiyon her adimda sabit bir oranla ¢arpar.
Fark goriiniiste kiiclik, sonu¢ dramatiktir:

x Dogrusal y = 2z (+2) Ustel y = 2% (x2)
0 0 1
1 2 2
2 4 4
3 6 8
4 8 16
5 10 32

Basta yakinlar, ama iistel kisa siirede dogrusal ezer. “Ustel biiyiime” deyiminin giicii buradan gelir.
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13. Ustel ve Logaritmik Fonksiyon

8 ]
— Y = 2% (blylme, b>1)

7 1 =y = (1/2)* (clrime, 0 <b <1)

Sekil 13.1.: Ustel fonksiyon: b > 1 biiyiime (2%), 0 < b < 1 ¢iiriime ((1/2)®). Ikisi de (0, 1)’den geger ve
daima pozitiftir.
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13.3. Logaritmik fonksiyon: f(x) = log, x
13.3. Logaritmik fonksiyon: f(z) = log, =

Logaritma, listelin tersidir (Logaritma dersindeki ayna iligkisi). Bu ylizden iistelin zitt1 gibi davranir:

* Artar ama giderek yavaslar (iistelin tam tersi).
* Tanim kiimesi z > 0 (pozitif sayilarin logaritmasi vardir).
* log, 1 = 0 oldugu i¢in daima (1,0)’dan geger.

13.4. Dogal taban e

ML ve kalkiiliiste en sik kullanilan taban e ~ 2,718’dir. e” iistel fonksiyonu, Inz = log  « ise onun tersidir.
Pratikte “iiste]” denince ¢ogu zaman e*, “log” denince In kastedilir.

¥ ki ug

Ustel fonksiyon ¢carpimsaldir (sabit oran) ve yaygin fonksiyonlar icinde en hizli biiyiiyendir. Logaritma
onun tersidir: en yavag yiikselen fonksiyon. Bu ikisi, bliylimenin ve onu geri ¢6zmenin iki ucudur.

iki tuzak

* b® ile 2¥ karistirilmaz: iistel fonksiyonda degisken iistte (2%), kuvvet fonksiyonunda degisken
tabanda (z%) — biiylime hizlar1 tamamen farklidir.
» Ustel fonksiyon asla negatif ya da sifir olmaz; ¢iktis1 hep pozitiftir.

13.5. Ornek

Ornek 1. f(z) = 2%: f(3) =8, f(0) =1, f(—1) = 3.

Ornek 2. g(z) = (3)": taban 0 < b < 1 oldugu igin giiriime; g(2) = .
Ornek 3. log, 8 = 3 (Logaritma dersinden): iissiin tersi.
@ ML Kopriisii
Ustel ve logaritma, sinir aglarinin her yerindedir:
* Sigmoid: o(z) = ! — herhangi bir reel sayiy1 (0, 1) aralifina, yani bir olasiliga sikigtirir.

14 e®
Kalbinde e~ % vardir.

* Softmax: sinif skorlarim iistel alip olasiliga ¢evirir (¢ok sinifli siniflandirmanin ¢ikisi).
* Log-loss: Logaritma dersinde gordiigiin logaritma, kaybin temelidir.
+ Ogrenme oram ciiriimesi: egitimde adim boyu ¢cogu zaman iistel ciiriimeyle kiigiiltiiliir.

Bu dersteki biiylime/ciirlime egrileri, o fonksiyonlarin ham halidir.

59



13. Ustel ve Logaritmik Fonksiyon

13.6. Alistirmalar

f(x) = 3% icin f(2) = 7
f(z) = 2% biiyiime mi ¢iiriime mi gosterir?
f(z) = (4)” biiyiime mi giiriime mi gosterir?

Her tistel fonksiyon b” hangi noktadan geger?
log,9="7
f(z) =5%i¢in f(0) =7

SR

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

32=9

Biiyiime (taban b = 2 > 1, artar)
Ciirtime (taban 0 < % < 1, azalir)
(0,1), giinkii 5 = 1

2, clinkii 32-9

1, ¢iinkii 5° = 1

ANl

Sonraki ders: Fonksiyon Bilegkesi.
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14. Fonksiyon Bilegkesi

f(g(x)) — sinir aginin iskeleti

Bir fonksiyonun c¢iktisin1 bagka bir fonksiyona girdi yapmaya bileske denir. Basit goriiniir ama derin 6g-
renmenin kavramsal anahtaridir: bir sinir agi, list iiste binmis fonksiyonlarin bileskesinden bagka bir sey
degildir.

14.1. Bilegke nedir?

f(g(x)) ifadesi su siray1 soyler: 6nce ¢’yi uygula, sonra ¢ikan sonuca f’yi uygula. Gosterimi:

(feg)(x) = flg(x))

Bunu zincirlenmis makineler gibi diigiin — birinin ¢iktist digerinin girdisidir:

Sekil 14.1.: Fonksiyon bileskesi f(g(x)): girdi 6nce g makinesinden geger, onun ¢iktist g(x) sonra f maki-
nesine girer.

Icteki fonksiyon (g) dnce caligir, distaki (f) sonra. Ifadeyi icten disa dogru oku.
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14. Fonksiyon Bileskesi
14.2. Hesaplama

Bir say1y1 koymak icin icten bagla. f(x) = 2 + 1 ve g(x) = 22 olsun:

f(9(2)): 9(2)=4 = f(4) =

Formiiliin kendisini bulmak i¢in g(x)’i f’nin i¢ine yazarsin:
flg(z)) = f(2?) = a®+1

14.3. Sira onemlidir

Bileskede sira genellikle sonucu degistirir: f(g(x)) # g(f(x)). Aym f ve g ile ters siray1 dene:

g(f(z)=glx+1)=(x+1)2=2?+22+1

2% + 1 ile ayn1 degil — hangi makinenin 6nce ¢alistig1 Snemlidir.

! icten disa

f(g(x))’te icteki fonksiyon dnce, distaki sonra ¢aligir. Siray1 degistirmek farkli bir fonksiyon verir;
flg(x))ile g(f(x)) aym sey degildir.

iki tuzak

* f(g(z)) bir garpim degildir: f(g(x)) # f(x) - g(z). Bilegke “uygulama”dir, ¢arpma degil.
* Parantezleri i¢ten disa ¢6z; en igteki girdiyi en dnce hesapla.

14.4. Ornek

f(x) =22 ve g(x) = 22 olsun:

* fg(x)) = f(z®) = 227
* 9(f(x)) = g(2x) = (22)* = 42 — farkh.
* Saywyla: f(g(3)) = f(9) = 18; g(f(3)) = g(6) = 36.

@ ML Kopriisii

Bir sinir agi, fonksiyon bileskesinden ibarettir. Her katman bir fonksiyondur; ag bunlari sirayla
uygular:

gkt = f,, (.. fo(f1(2)))

Her katman genelde bir dogrusal parc¢a (wx + b, Dogrusal Fonksiyon ve Egim dersi) ve onun iistiine
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disa zincirlenmis yiizlerce makine.

O0grenmenin iskeletidir.

bir aktivasyon (o, ReLU — Ustel ve Logaritmik Fonksiyon dersi) bileskesidir. Yani derin ag = icten

Egitimde kullanilan geri yayilm (backprop), bu bileskenin tiirevini zincir kuraliyla hesaplar — zincir
kurali bizzat f(g(z))’in tiirev kuralidir (kalkiiliis siitununda gérecegiz). Bu dersteki bilegke, derin

14.5. Alistirmalar

14.5. Alistirmalar

f(x) =2z + 2 ve g(x) = 3z olsun (1-2):

3. f9(2)) =7
4. 9(f(2)) =7
5. f(z) =22, g(x) = 2 igin f(g(3)) =7
6. f(z) = +5,g(x) =z + ligin f(g(x)) =7
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)
L fg(x)) = f(3z) = 3z 42
2. g(f(x)) = g(x +2) = 3(x 4+ 2) = 3x + 6 (1’den farkli — sira Snemli)
3.9(2)=2—1=1,sonra f(1) =12 =1
4. f(2) =4,sonrag(4) =4—1=3
5. g(3) =9, sonra f(9) = 18
6. g(x)=x+ 1,sonra f(x+1)=(z+1)+5=x+6

Sonraki ders: Grafik Okuma.
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15. Grafik Okuma

Egriden bilgi ¢cikarmak — ML'de kayip egrilerini okumak

Bir grafik, bir fonksiyonun resmidir. Grafik okumak, o resimden gozle bilgi ¢cikarmaktir — yeni bir fonksiyon
tiirii degil, Boliim 2’de 6grendiklerimizi bir araya getiren bir beceri. Bu beceri ML'de giinliik ekmektir: egitim
sirasinda siirekli kayip egrilerine bakip modelin ne yaptigin1 okursun.

15.1. Grafik bir fonksiyonun resmidir

Egri istiindeki her (x, y) noktast “f(z) = y” demektir. Bir degeri okumak i¢in: x degerine git, dikey olarak
egriye ¢ik, oradan yatay olarak y eksenine ge¢ — buldugun deger f(x)’tir.

15.2. Neler okunur?

Bir grafige baktiginda okuyacagin temel seyler:

* Eksenler ve dlgek: her eksen neyi temsil ediyor, birim ne, 6lgek dogrusal m1? (ML’'de kayip egrileri
cogu zaman logaritmik eksende cizilir.)

* Kesisimler: y-kesisimi f(0)’dir (egri y eksenini nerede keser); x-kesisimleri koklerdir (egri « eksenini
nerede keser, y = 0).

» Artan / azalan boélgeler: x biiyiirken y de biiyliyorsa artan, kiiciiliiyorsa azalan.

* Maksimum / minimum: tepe ve dip noktalar1 (paraboliin tepe noktasi gibi).

 Diklik: egri ne kadar hizli degisiyor — dik bolge hizli degisim, yatay bolge yavas degisim (tiirevin
habercisi).

* Genel davrams: dogrusal mi, egri mi, biiyliyen mi, bir yerde diizlesiyor mu (plato)?

15.3. Bir degeri okumak

Yukaridaki grafikte f(0)’1 okumak i¢in x = 0’a git, egriye bak: deger —1. En yiiksek noktay1 bulmak i¢in
tepeye bak: (2, 3).
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15. Grafik Okuma

en yuksek nokta (maks)

artan azalan -kesisimi (Kok)

y-kesisimi: f(0) = -1

ekil 15.1.: Bir grafikten okunanlar: y-kesisimi, x-kesisimi (kok), artan ve azalan bolgeler, en yiiksek nokta
g Yy $ $ g y
(maksimum).
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15.4. Alistirmalar

! Once ekseni oku

Bir grafige bakarken ilk is eksenleri ve ol¢egi anlamaktir: hangi eksen neyi gosteriyor, 6lgek dogrusal
m1 logaritmik mi? Olgegi yanlis okursan grafigin tamamini yanlis okursun.

iki tuzak

» Olgegin dogrusal oldugunu varsayma; ML grafiklerinde logaritmik eksen sik kullanilir (esit
araliklar 1, 10, 100, 1000 olabilir).

* x-kesisimi (kok, y = 0) ile y-kesigimini (f(0), z = 0) karistirma — ikisi farkli eksenlerde, farkli
seylerdir.

@ ML kopriisii

Bir modeli egitirken en ¢ok baktigin grafik kayip egrisidir (kayip <+ epoch/iterasyon). Onu okumak,
bu derste 6grendigin her seyi kullanir:

* Azahyor mu? Kayip diisiiyorsa model 6greniyor.

* Diizlesti mi (plato)? Egri yataylastiysa 6grenme durmus; 6grenme oranini degistirme zamant.

* Yiikseliyor / ziphiyor mu? Egitim 1raksiyor (6grenme orani ¢ok yiiksek olabilir).

* Asir1 6grenme (overfitting): egitim kaybi diiserken dogrulama kayb1 yiikseliyorsa, iki egrinin
ayrigmasi bunun imzasidir.

Bu egriler genelde logaritmik eksende (Ustel ve Logaritmik Fonksiyon dersi) cizilir; 6lcegi dogru
okumak sart. Grafik okuma, modelin durumunu teshis etme becerisidir.

15.4. Alistirmalar

Yukaridaki fig-grafik-okuma grafigine bakarak yanitla:

Grafikte y-kesisimi kactir?

En yiiksek nokta (maksimum) hangi koordinattadir?

x = 1 civarinda fonksiyon artan m1 azalan m1?

2 = J civarinda fonksiyon artan m1 azalan m1?

Fonksiyonun bir maksimumu mu yoksa minimumu mu vardir?
Egri « eksenini ka¢ noktada keser (ka¢ kok)?

AR S

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

—1 (¢iinkii f(0) = —1, mavi nokta).

(2,3) (kirmiz1 nokta, tepe).

Artan (z < 2 bolgesinde egri yiikseliyor).

Azalan (x > 2 bdlgesinde egri iniyor).

Maksimum (kollar agag1; en yiiksek noktasi var, en alcak degil).
Iki noktada (egri x eksenini iki kez keser — iki kok).

A e
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15. Grafik Okuma

Boliim 2 — Fonksiyonlar tamamlandi. Sonraki boliim: Toplam, Diziler ve Sayma.
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Kisim lil.

Bolim 3 — Toplam, Diziler ve Sayma
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16. Diziler

Siral say1 listeleri — verinin indekslenmesi

Bir dizi, belirli bir sirada yazilmig say1 listesidir. Basit goriiniir ama notasyonu ML’in dilidir: veri noktalarini,
agirliklar, iterasyonlart hep alt indisli bir diziyle yazariz. Bu ders aym1 zamanda bir sonraki dersin — toplam
semboliiniin — zeminidir.

16.1. Dizi nedir?

Bir dizi, terimleri sirayla dizilmis sayilardir:

Ay, Qg, A3, Ay, -..

Her say1 bir terim, sirasini gosteren say1 ise indistir. a,,, dizinin n. terimi demektir. Cogu dizi bir genel terim
formiiliiyle tanimlanir; 6rnegin a,, = 2n dizisi 2, 4, 6, 8, ... verir (her n’i koyarak terimi bulursun).

16.2. Aritmetik dizi: sabit fark

Ardigik terimler arasindaki fark sabitse dizi aritmetiktir. Bu sabite ortak fark (d) denir:

a, =a; +(n—1)d

Ornek: 3,7,11,15, ... — her adimda +4, yani d = 4. Bu, Dogrusal Fonksiyon ve Egim dersindeki dogrusal
fonksiyonun ayrik halidir (sabit fark = sabit egim).

16.3. Geometrik dizi: sabit oran

Ardisik terimler arasindaki oran sabitse dizi geometriktir. Bu sabite ortak oran () denir:

Ornek: 2, 6, 18,54, ... — her adimda x 3, yani 7 = 3. Bu da Ustel ve Logaritmik Fonksiyon dersindeki iistel
fonksiyonun ayrik halidir (sabit oran = {istel biiyiime).
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16. Diziler

Aritmetik: a, =2n+ 1 (fark 2) Geometrik: a, =2" (oran 2)
o o
12 4 60
. 50 -
10 4
[ ] 40 1
& 8- ©
30 A o
@
6 T 20 -
PS o
4l 10 A ®
@
? T T T T T 0 L , T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
n n

Sekil 16.1.: Aritmetik dizi (sabit fark) bir dogru listiinde, geometrik dizi (sabit oran) bir iistel egri iistiinde
dizilen ayrik noktalardir.

16.4. Bir terimi bulmak

Formiile indisi koyarsin. a; = 5, d = 3 olan aritmetik dizide:

a,=5+(4—1)-3=5+9=14

ki rejim, tanidik

Aritmetik dizi = sabit fark (ayrik dogru), geometrik dizi = sabit oran (ayrik iistel). Bunlar dogrusal
(Dogrusal Fonksiyon ve Egim dersi) ve iistel (Ustel ve Logaritmik Fonksiyon dersi) biiyiimenin tam
olarak ayn1 iki rejimi — sadece siirekli egri yerine ayrik noktalar.

Iki tuzak
e Formiilde (n — 1) var, n degil: ilk terim a,’in ¢arpani/iissii sifirdir. En sik yapilan hata buradaki
bir-kayma (off-by-one).

* Aritmetik mi geometrik mi karistirma: ardisik terimleri ¢cikararak (fark sabit mi?) ve bolerek
(oran sabit mi?) kontrol et.

16.5. Ornek

Ornek 1. a,, = 3n — 1:ilk terimler 2,5, 8,11, ... — aritmetik, d = 3.

Ornek 2. 5, 10, 20, 40, ...: her adimda x2 — geometrik, r = 2, genel terim a,, = 5 - 2" 1,
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16.6. Alistirmalar

@ ML kopriisii
Alt indis notasyonu ML’in temel yazimidir:

 Egitim verisi siral1 bir dizidir: x, x,, ..., x,, (her z; bir 6rnek). Agirliklar da dyle: w,, w,, ...

» Egitim adimlar1 (iterasyon/epoch) bir dizi olusturur; 6grenme orani cogu zaman geometrik bir
diziyle azaltilir (iistel ¢iiriime — Ustel ve Logaritmik Fonksiyon dersi).

* Bir sonraki ders olan toplam sembolii, bir dizinin terimlerini toplamaktir — ki ML'de ortalama,
kay1p ve i¢ carpim hep bdyle bir toplamdir.

16.6. Alistirmalar

a,, = 2n + 3 dizisinin ilk li¢ terimi nedir?
3,7,11, 15, ... dizisi aritmetik mi geometrik mi? Ortak fark/oran kag?
2,6, 18,54, ... dizisi aritmetik mi geometrik mi? Ortak fark/oran kag¢?
Aritmetik dizide a; = 5,d = 3isea, =7

Geometrik dizide a; = 2,7 = 2ise a5 = 7

a,, = n? dizisinin 4. terimi nedir?

AN

(] oo es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ac)

21)+3=5,2(2)+3=17,2(3)+3=9-5,7,9
Aritmetik; ardigik fark sabit4 —» d = 4

Geometrik; ardigik oran sabit 3 — r = 3
a,=5+(4—-1)-3=5+9=14

as =2-251=2.16 =32

a, = 4% =16

ANl o

Sonraki ders: Toplam Sembolii (X).
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17. Toplam Sembolu (%)

Cok terimi tek sembolde toplamak — ML’in en sik iglemi

Toplam sembolii X2 (biiyiik sigma), “su terimleri topla” demenin kisa yoludur. ML’de en ¢ok kargina ¢ikan
semboldiir: ortalama, kayip fonksiyonu ve i¢c ¢arpim — hepsi birer toplamdir. Sembol ilk bakista korkutucu
gOrliniir; aslinda bir dongiiniin matematik yazimidir.

17.1. £ ne demek?
Za/i :a1+a2+a3+"'+an
=1

Semboliin dort pargast vardir:

ust sinir (bitis)

n «—

toplam sembolu

toplanan terim

alt sinir (baslangic)

Sekil 17.1.: Toplam semboliiniin anatomisi: alt sinir (baglangic), iist sinir (bitis), toplanan terim ve toplam
semboliiniin kendisi. Indis 4 alttan iiste sirayla deger alir.
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17. Toplam Sembolii (X)

* Toplam degiskeni (indis): 7 — alt sinirdan iist sinira dogru tek tek deger alir.
o Alt simir: ¢ = 1 — saymanin basladig yer.

o Ust simir: n — saymanin bittigi yer.

* Toplanan terim: a, — her adimda hesaplanip toplama eklenen ifade.

17.2. Nasil acilir?

Indise sirayla deger ver, sonuglari topla:

4
Z@':1+2+3+4=10
=1
3
Z¢2:12+22+32:1+4+9:14
=1

3
Z 5=5+5+4+5=15 (sabitterim: n kopya)
i—1

17.3. Z kurallarn

Bu ii¢ kural ML'de toplamlari sadelestirmenin temelidir:

Zc.ai:cZai Z(ai+bi)zzai+ b, zn:c:nc

n n n n n
=1 i=1 =1

i=1 =1 =1 7

Yani sabit ¢arpan disar alinir, toplam iizerinden agilir, sabitin toplam1 7 kopyadir.

17.4. Ortalama bir Z’dir

Bir veri kiimesinin ortalamasi, aslinda 6l¢eklenmis bir toplamdir:

1 n
n =1

I Korkutucu degil

ZZL: | @; sadece su demektir: “¢’yi 1’den n’e kadar yiiriit, her adimda a;’yi hesapla, hepsini topla.” Bu,
kodda bir for dongiisliniin matematikteki yazimidir — bagka bir sey degil.
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17.5. Ornek

iki tuzak

* Sinirlar dahildir: ¢ = 1°den n’e demek, iki u¢ da dahil n terim demektir.
* Sabit terimin toplami n kopyadir: " ¢ = nc, ¢ degil. Indis ad1 6nemsizdir; 4, j, k ayni kapiya
cikar.

n
i=1

17.5. Ornek

3
Ornek 1.» " 2i —kuralla: 2)°) i =2(1+2+3)=2-6=12.
=1
4
Ornek 2. ) (k+1) = (14+1) + (24+1) + (3+1) + (4+1) =2+ 3+ 4+ 5 = 14,
k=1

@ ML kopriisii

Y, makine 6grenmesinin en sik islemidir:

1
e Ortalama: z = — ) x;.

1 ~
* MSE kaybi: MSE = — Z?_ LY — 7;)? — hatalarin karelerinin ortalamasi (Parabol dersinden
1 L=

tanidik parabol burada toplaniyor).

« i¢ carpim / agirhkh toplam: y = Z?Zl w,x; + b — tek bir ndronun hesab1. Bu, Dogrusal
Fonksiyon ve Egim dersindeki wx + b’nin ¢ok 6zellige genellesmis halidir: her 6zellik z, kendi
agilif1 w; ile carpilip toplanur.

Kodda bu satirlarin hepsi bir for dongiisii veya bir np. sum ¢agrisidir.

17.6. Alistirmalar

1.ii:?
2. gfﬂ:?
3. %3:?
4.§2i:?
5. %(kﬂ):?

k=1

- I -
6. © = (2,4,6) i¢in ortalama = ggzl —9
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17. Toplam Sembolii (X)

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1+24+34+44+5=15
1+4+9=14
3 -4 = 12 (dort kopya)
2)+2(2)+2(3)=2+4+6=12
24+3+4+5=14
2+4+6_2_4

3 3

AN ol S e

Sonraki ders: Pi Carpim Notasyonu.
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18. Pi Carpim Notasyonu

Y’nin ¢arpim kardesi — olabilirligin dili

Toplam sembolii ¥ terimleri topluyordu. Biiyiik pi (IT) ise aym1 yapiyla terimleri ¢arpar. ¥’nin ¢arpim
kardegidir — ve makine 6grenmesinde olabilirligin (likelihood) dilidir; log-loss’un neden var oldugunu da bu

sembol aciklar.

18.1. M ne demek?

n

=1

Anatomisi X ile birebir aynidir (indis, alt sinir, iist sinir, terim) — tek fark, islemin ¢arpma olmasidir.

18.2. Nasil hesaplanir?

Indise sirayla deger ver, sonuglari garp:
4
[[i=1-2-34=24

=1

3
[[2=22-2=8 (sabit terim: 2")
=1

18.3. Faktoriyel bir carpimdir

Ileride gérecegin Faktoriyel ve Sayma dersindeki faktoriyel, aslinda tam olarak bir IT°dir:

n
n!:Hi

=1

Yani 4! = Hj: L 1 = 24. Carpim notasyonu, faktoriyeli kisa ve kesin yazmanin yoludur.
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18. Pi Carpim Notasyonu

184. M- log - 2

IT’nin ML'deki as1l 6nemi su zincirde: olasiliklarin ¢arpimi ¢ok hizl kiigiiliir.

074 ®
0.6 1
0.5 A ®
0.4 1

0.3 A

carpimin degeri

0.2 -

- ®
0.1 PY

O
o o
0.0 - ® o

2 4 6 8 10 12 14
carpilan olasilik sayisi n

Sekil 18.1.: Olasiliklarin ¢arpimi hizla kiigiiliir: her biri 0.7 olan 15 olasilik ¢arpilinca sonug ~0.005e iner;
cok terimde sayisal olarak sifira coker. Bu ylizden logaritma alip toplamaya doneriz.

Coziim logaritmadir (Logaritma dersi): logaritma ¢arpimi toplamaya ¢evirdigi i¢in, carpim yerine logaritma-
larin toplamini kullaniriz:

n n
log (HM) = Zlogpi
i=1 =1

Sag taraf sayisal olarak kararlidir — kiigiik sayilarin ¢carpimai sifira ¢okerken, logaritmalarinin toplami ¢ok-
mez.

¥ 1I carpar, X toplar

[ | terimleri carpar, > toplar — anatomileri ayni, iglemleri farkli. Faktoriyel bir carpimdir: n! = H?: 1 1.
Ve olasilik ¢arpimlari, logaritma alinca toplama doniisir.
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iki tuzak

* II’de sabit terim c™’dir (n kez ¢arpilir), nc degil — ¥’daki nc ile karigtirma.

18.5. Ornek

* Cok sayida kiiclik sayinin ¢arpimi sayisal olarak sifira ¢oker (underflow); pratikte bu yiizden

carpim yerine log-toplam kullanilir.

18.5. Ornek

3
Ornek 1. [[i=1-2-3 =6 (yani 3)).

=1

3
Ornek 2. [J(i+1)=2-3-4=24.

=1

@ ML Kopriisii

Bir modelin olabilirligi (likelihood), tiim veri noktalarinin olasiliklarinin ¢arpimidir (bagimsizlik
varsayimiyla):

Bu carpim ¢ok terimde sifira ¢oktiigii icin, ML modelleri bunun yerine log-olabilirligi kullanir: log L =
Z?: 1 log p,;. Maksimize edilen sey log-olabilirlik, minimize edilen kayip ise log-loss’tur. Yani II
(bu ders) + logaritma (Logaritma dersi) + ¥ (Toplam Sembolii dersi), neden log aldigimizin tam
aciklamasidir.

18.6. Alistirmalar

A U

—e
.
I
Q

-
Il
—_

t = 7 (hangi tanidik say1?)

N

1

<.
Il

2=7

X

.

n!
3

-

i carpim notasyonuyla nasil yazarsin?

[Ji+1)="

i—1
6labilirlik L = py - py - py’illile yaz.

81



18. Pi Carpim Notasyonu

AN e

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1-2-3=6
1-2-3-4 =24 (yani 4!)
2:2-2=8

Sonraki ders: Seriler.
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19. Seriler

Bir dizinin toplam1 — kapali formiiller ve yakinsama

Dizi siral1 bir sayi listesiydi; seri ise o listenin toplamdir. Bir seriyi terim terim toplamak yerine kapali bir
formiille aninda hesaplayabiliriz — ve baz1 sonsuz toplamlar sasirtict bicimde sonlu bir degere yakinsar. Bu
yakinsama fikri, ileride kalkiiliisteki limitin tohumudur.

19.1. Seri nedir?

Bir dizinin ilk n teriminin toplamina kismi toplam denir:

n
S,=a,+ay+-+a,=> a
=1

Gecen dersteki X’nin somut hdli — ama simdi onu hizlica hesaplayan formiilleri artyoruz.

19.2. Aritmetik seri

Bir aritmetik dizinin toplami, “terim say1s1 carpi ilk ve son terimin ortalamasi”dur:

n
SnZE( 1+an)

En tanidik 6zel hali 1’den n’e kadar sayilarin toplamidir:

n(n+1)

L2434 dn=——

Bunun sezgisi su eslestirmedir: ilk ile son, ikinci ile sondan bir dnceki... her ¢ift ayn1 toplamu verir (a; + a,,),
ve 5 tane ¢ift vardir.
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19. Seriler

19.3. Geometrik seri

Bir geometrik dizinin toplami (7 # 1 i¢in):

r—1

r—1

S, =a; -

n

Eger |r| < 1 ise, sonsuza kadar toplasan bile sonug sonludur — seri yakinsar:

ay
= 1
Sw=12 (<)

limit =1
1.0 F======—m—m—mmmm e o -~ 0@ -——@-——&-]
o

kismi toplam S,
o o©
[e)} e}

_C)
I
1

0.2

0.0

2 4 6 8 10
terim sayisin

Sekil 19.1.: Sonsuz geometrik seri 1/2 + 1/4 + 1/8 + ... : kismi toplamlar 1’e yakinsar (|| < 1).

Her terim bir 6ncekinin yarisi kadar ekledigi icin toplam 1°i asla gegmez; sonsuzda tam 1’e oturur.

! Tek hesapta toplam

Bir seri formiilii, “n terimi tek tek topla” igini tek bir hesaba indirger. Dahasi, || < 1 olan geometrik
seride sonsuz sayida terimin toplamu bile sonlu ¢ikar — sonsuzluk her zaman sonsuz sonu¢ vermez.
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19.4. Ornek

Ug tuzak

* Geometrik sonlu formiil 7 # 1 ister (payda r — 1 sifir olamaz).

* Sonsuz toplam yalmizea |r| < 1 ise yakinsar; |r| > 1 ise terimler kiigiilmez ve toplam 1raksar
(sonsuza gider).

* Diziyi (terimler) seriyle (terimlerin toplami) karigtirma.

19.4. Ornek
e . . 10-11
Ornek 1 (aritmetik). 1 + 2+ --- + 10 = 5 = 55.
. . 3t -1 80
Ornek 2 (geometrik, sonlu). 2 46+ 18 +54 (a; =2, r=3,n=4): 2- 31 =92. 5 = 80.
. 1 1 1 1/2
Ornek 3 (geometrik, sonsuz). 3 + 1 + 3 + = 7 _/1/2 =1.

@ ML kopriisii

n(n+1)

» Karmasiklik analizi: i¢ ice dongiilerin adim sayis1 cogu zaman 1 +2 4 - +n =
¢ikar — bu da O(n?) demektir.

* Pekistirmeli 6grenme (RL): bir ajanin iskontolu getirisi Zt y'r, bir geometrik agirhkh seridir;
iskonto ¢arpani y < 1 oldugu igin (|r| < 1 kosulu) sonsuz ufuktaki toplam bile sonlu kalir.

* Yakinsama: kismi toplamlarin bir limite oturmasi, kalkiiliisteki limit kavraminin ta kendisidir —
ve egitimde kayip/tahminlerin bir degere oturmasinin da resmidir.

2

19.5. Alistirmalar

M

142434+ 4+20=7

Aritmetik seri: a; = 2, a,, = 20,n = 10i¢in S;5 =7

54 10 4+ 15 + 20 + 25 = ? (formiille)

Geometrik seri: 2 + 6 + 18 4+ 54 (a; = 2,7 = 3, n = 4) toplam1?

11
Sonsuz geometrik: - + -+ — + .- =7

3 19 27
S trik: 14+ =+~ + =+ =7?
onsuz geometri +2+4+8—|—

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

20-21
1. —— =210
2

10
2. 5 (2+20)=5-22=110
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19. Seriler

5
3. 5(54+25) =25-30 =15

ST .?1/280 1/3
5 =1,r=1
NEBTTE T 137 93
1
6. ay=1r=1 1_1/2:2

Sonraki ders: Faktoriyel ve Sayma.
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20. Faktoriyel ve Sayma

Kag farkli yol? — olasiliga acilan kap1

Sayma, “kag farkli yol var?” sorusunun matematigidir. Faktoriyel, permiitasyon ve kombinasyon, bu sorunun
tic temel aracidir. Ayn1 zamanda olasilik siitununun kapisidir: bir olayin olasiligini hesaplamak ¢ogu zaman
“kag farkli sonug var?” diye saymakla baglar.

20.1. Faktériyel: n!
Faktoriyel, n’den 1’e kadar olan sayilarin ¢arpimidir:

nl=n-(n—1)-(n—2)--2-1

Ornegin4! =4 -3 -2 -1 = 24. Tamim geregi 0! = 1°dir. Faktoriyel, n farkli nesnenin kag farkli siralamisa
oldugunu sayar — 6rnegin 4 kisi bir siraya 4! = 24 farkh sekilde dizilebilir.

20.2. Sayma temel ilkesi

Bir segimin m, bagimsiz bir bagka secimin n secenegi varsa, ikisi birlikte 7 x n farkli yol verir. Ornegin
3 farkli gomlek ve 2 farkli pantolonla 3 X 2 = 6 farkli kombin kurulur. Permiitasyon ve kombinasyon bu
ilkenin {istiine kurulur.

20.3. Permiitasyon: sira 6nemli

n nesneden 7 tanesini siral secmenin (dizmenin) yol sayisi:

n!
P —
)= s
. . o . 51 120
Ornek: 5 kigiden 3’iinii siraya dizmek — P(5,3) = a= 5 = 60.
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20. Faktoriyel ve Sayma

20.4. Kombinasyon: sira 6nemsiz

n nesneden 7 tanesini, sirasi onemsiz bicimde se¢menin yol sayisi:

n n!
Cln,r) = (r) Ry (n—r)!

Ornek: 5 kisiden 3’iinii (sira fark etmeksizin) segmek — C'(5,3) = 3?—'2' = éi(; = 10.
Permiutasyon (sira onemli) Kombinasyon (sira onemsiz)
#8)
3
5
6 sonu¢c =P(3,2) 3 sonuc =C(3,2)

Sekil 20.1.: {A, B, C} kiimesinden 2 se¢cmek: permiitasyonda sira onemli (6 sonucg), kombinasyonda sira
onemsiz (3 sonug). AB ile BA permiitasyonda ayri, kombinasyonda aynidir.

P(n,r)

Kombinasyon, permiitasyonun sira-varyantlarini tek bir se¢cim olarak sayar; bu yiizden C'(n,r) = '
r!

— siralaniglari 7!”e bolerek elersin.

I Tek soru: sira 6nemli mi?

Saymada sorulacak tek soru sudur: sira 6nemli mi?

 Onemli (dizmek, siralamak) — permiitasyon.
 Onemsiz (se¢gmek, grup olusturmak) — kombinasyon.

Kombinasyon = permiitasyon + r! (fazladan sayilan siralaniglari bol).
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20.5. Ornek

iki tuzak

* 0! = 1"dir, 0 degil — bu, formiillerin kenar durumlarinda kritik.

¢ Faktoriyel ¢ok hizli biiyiir (10! = 3.628.800); biiyiik permiitasyonlar1 kaba kuvvetle tek tek
iiretmek pratikte imkansizdir (kombinatoryal patlama). Bu, neden akill1 algoritmalara ihtiyac
duydugumuzun bir sebebidir.

20.5. Ornek

Ornek 1. 5! = 120.

N 6!
Ornek 2 (permiitasyon). 6 kitaptan 2’sini rafa sirali dizmek: P(6,2) = T 6-5=230.

.. 6! 6-5
Ornek 3 (kombinasyon). 6 kisiden 2 kisilik bir komite se¢mek: C(6,2) = A= 3 = 15.

@ ML kopriisii
Sayma, olasihigin temelidir — bir sonraki biiyiik siitun:

* Kombinasyon (:) binom katsayisidir ve dogrudan binom dagilimina girer (n denemede 7

basari olasilig1). Istatistigin temel taglarindan biri.
uygun sonug sayisi

* Ayrik olasilikta bir olayin olasiligi cogu zaman "dir — pay ve payda birer
toplam sonug sayis1

sayma problemidir.

Bu yiizden saymay1 saglam oturtmak, olasilik ve istatistige gecisi kolaylastirir.

20.6. Alistirmalar

1. 41=7
2. O!' =7

6!
3. 0= ?
4. P(5,2) = 7 (5 nesneden 2’sini sirali)
5. C(5,2) = 7 (5 nesneden 2’sini seg)
6. C(4,2)="7

[ e e . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1.4-3-2-1=24
2. 1 (tanim geregi)
3 6! 6-5-41

=g =6:5=30
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20. Faktoriyel ve Sayma

|
4P(5,2)—%:5 4=20
51 5.4
2= =2
5. C(5,2) R 0
6. 002 =g =75 =6

Boliim 3 — Toplam, Diziler ve Sayma tamamlandi. Sonraki boliim: Vektorler.
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Kisim V.

Bolum 4 — Vektorler
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21. Vektor Kavrami

Say1 listesi, nokta ve ok — ML’in dogal nesnesi

Son boliimdeyiz. Vektor, sirali bir say1 listesidir — ama makine 6grenmesinin dogal nesnesidir: bir veri
Ornegi, bir embedding, bir noronun agirliklari, hepsi birer vektordiir. ML aslinda yiiksek boyutlu vektor
uzayinda yapilan geometridir.

21.1. Vektor nedir?
Bir vektor, belirli sirada yazilmig sayilardan olusur:
U= (v, Vg, ...,0,)

Aym vektorii iki sekilde diisiinebilirsin:

» Nokta: uzaydaki bir konum (koordinatlar).
* Ok: orijinden o noktaya giden, bir yonii ve uzunlugu olan ok.

Iki bakig da ayn1 sayilardir: (3,2) hem (3, 2) noktas1, hem de oraya giden oktur.

21.2. Boyut

Bir vektoriin boyutu, bilesen sayisidir. (3, 2) iki boyutlu, (1, 0, —2) ii¢ boyutludur. ML’ de boyut ¢ok yiiksektir:
bir embedding yiizlerce, hatta binlerce bilesenli bir vektordiir. 2B ve 3B ¢izebiliriz ama matematik her boyutta
ayni caligir.

21.3. Gosterim ve esitlik

Vektor genelde iistiinde ok (¥) ya da kalin harfle yazilir; bilesenleri vy, v,, ... ile gosterilir. Iki vektdr, ancak
tiim karsilikh bilesenleri esitse esittir — ve bunun icin boyutlar1 da ayni1 olmalidir.
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21. Vektor Kavrami

3.5
3.0 A
2.5
2.0 A
1.5 A

1
1
1
1
1
1
1
1
1.0 P vy =2
:
1
0.5 - i
:
1
1

0.0

V1= 3
_0.5 4

-1.0 1

X

Sekil 21.1.: ¥ = (3, 2) vektorii: orijinden (3, 2) noktasina giden bir ok. Bilegenleri v; = 3 (yatay), v, = 2
(dikey).
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21.4. Ornek

I Aymi sayilar, iki resim

Bir vektor ayn1 anda hem bir noktadir (koordinatlar) hem de bir oktur (orijinden ¢ikan, yonii ve
uzunlugu olan). Hangi resmin isine yaradigim probleme gore secersin; sayilar degismez.

iki tuzak

e Sira 6nemlidir: (3, 2) # (2, 3). Vektoriin bilesenleri siralidur.
» Islem yapmak veya karsilastirmak icin boyutlar eslesmeli; 2B bir vektorle 3B bir vektor toplana-
maz.

21.4. Ornek

Ornek 1. ¥ = (3,2): 2 boyutluy, bilesenleri v; = 3, vy = 2.

Ornek 2. Bir ev — alan 120 m?, 3 oda, 10 yas — su vektorle gosterilebilir: (120, 3, 10), yani 3 boyutlu bir
veri noktast.

@ ML kopriisii
Vektor, MLin temel veri tipidir:

e Veri ornegi: birden ¢ok ozellige sahip tek bir 6rnek bir vektordiir — ev 6rnegindeki (120, 3, 10)
gibi.

* Embedding: bir kelimenin, goriintiiniin veya belgenin anlamini1 kodlayan yiiksek boyutlu bir
vektordiir. Bir RAG sistemi, belgeleri embedding vektorlerine ¢evirip bunlar1 saklar ve arar —
yani vektor uzayinda benzerlik aramasi yapar.

* Agirliklar: bir néronun agirhiklar: w de bir vektdrdiir (Toplam Sembolii dersindeki ) | w;,x;
aslinda iki vektoriin islemidir — siradaki derslerde gorecegiz).

ML, bu vektorler lizerinde yapilan geometridir.

21.5. Alistirmalar

1. ¥ = (4,—1) kag boyutludur?

2. 4 = (2,5,1,3) kag boyutludur?

3. (3,2) ile (2, 3) aym vektor miidiir?

4. ¥ = (3,2) vektoriiniin birinci bilegeni v; nedir?

5. Bir ev (alan 150, oda 4, yas 8) hangi vektorle gosterilir ve ka¢ boyutludur?
6. G = (1,2)ile b = (1,2) esit midir?
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21. Vektor Kavrami

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

2 boyutlu (iki bilesen).

4 boyutlu (dort bilesen).

Hayur; bilesenlerin sirast farkly, (3,2) # (2, 3).
vy = 3.

(150, 4, 8), 3 boyutlu.

Evet; karsilikli tiim bilesenler esit.

AR LD =

Sonraki ders: Vektor Islemleri.
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22. Vektér islemleri

Toplama ve skaler carpim — egitim giincellemesinin ta kendisi

Vektorlerle iki temel islem yapariz: toplama ve skaler ¢arpim. Tiim lineer cebir bunlarin iistiine kurulur —
ve bir modeli egitirken yapilan agirlik giincellemesi tam olarak bu iki islemden ibarettir.

22.1. Vektor toplama

Iki vektorii toplamak icin karsihkli bilesenleri toplarsin:

Geometrik anlami u¢-uca eklemedir: ¥’yi %’nun ucuna koyarsin; toplam, %’nun bagindan ¥’nin ucuna giden
oktur.

22.2. Skaler carpim

Bir vektorii bir sayiyla (skalerle) carpmak, her bileseni o sayiyla carpmaktir:

ct = (cvy, Cvg,y ...)

Geometrik anlami, okun uzunlugunu él¢eklemektir: ¢ = 2 iki kat1 uzun, ¢ = % yarist; ¢ < 0 ise oku ters
yone gevirir. Ornegin 2(3,2) = (6,4), —1(3,2) = (=3, —2).

22.3. Vektor cikarma

Cikarma da bilesen bilesendir; aslinda —1 ile skaler carpip toplamaktir:

ﬁ_ﬁ:ﬁ+<_1)6:(ul_vl, /U/Q_UQ, )

Ornek: (5,4) — (2,1) = (3, 3).
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22. Vektor Islemleri

X

Sekil 22.1.: Vektor toplama (ug-uca): ¥’yi ¢’ nun ucuna koy; toplam @ + ¥ = (4, 5), orijinden son uca giden
kirmizi oktur.
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22.4. Ornek

! Her sey bilesen bilesen

Hem toplama hem skaler carpim bilesen bazinda ¢aligir. Geometride: toplama = oklar1 ug-uca ekleme,
skaler carpim = oku uzatma/kisaltma (ve negatifse ters ¢cevirme).

iki tuzak

* Yalnizca aym boyutlu vektorler toplanir/¢ikarilir.
* Skaler ¢arpim her bilesene uygulanir, sadece birine degil. Negatif skaler oku kisaltmaz, yoniinii
ters cevirir (c = —1 tam ters yon).

22.4. Ornek

Ornek 1 (toplama). (2,3) + (4,1) = (6,4).
Ornek 2 (skaler). 3(1,2) = (3,6).
Ornek 3 (cikarma). (5,7) — (2, 3) = (3,4).

@ ML kopriisii

Bir modeli egitmenin kalbindeki gradyan inisi giincellemesi tam olarak bu iki islemdir:

W< w—nVL

Burada VL gradyan vektorii, 77 (6grenme orani) bir skalerdir. Yani: gradyani bir skalerle ¢arp (ska-
ler ¢arpim), sonucu agirlik vektoriinden ¢ikar (vektor ¢ikarma). Her egitim adimi, agirlik vektoriinii
gradyanin ters yoniinde kiiciik bir adim kaydirmaktan ibarettir — bu derste 6grendigin iki islem.
Embeddingleri birlestirmek veya ortalamak da yine vektor toplama ve skaler ¢arpimdr.

22.5. Alistirmalar

AR e
|
—~
\.H
|
W —~

(] o es . .
1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

1. (244, 3+1) = (6,4)
2. (3-1,3-2) = (3,6)
3. (5—2,7T—3) = (3,4)
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22. Vektor Islemleri

4. (=21, =2-(=3)) = (—2,6)
5. (1+4,2+5,3+6)=(57,9)
6. (3-6, 5-4)=(3,2)

Sonraki ders: I¢ Carpim.
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23. ic Carpim

Bilesenleri ¢arp ve topla — bir ndronun hesabi

I¢ carpim (nokta ¢arpimu), iki vektorii tek bir say1ya baglayan islemdir. Toplam Sembolii dersindeki ¥ nin
iki vektore uygulanmig halidir — ve bir ndronun yaptig1 hesabin ta kendisidir. Bu ders, foundation boyunca
topladigimiz pargalari tek formiilde birlestirir.

23.1. i¢c carpim nasil hesaplanir?

Karsilikl1 bilesenleri ¢arpip toplarsin:

U- U= UV + UgVy + -+ + UV, = Zuivi
i=1
Ornek: (3,2)-(1,4) =3-1+2-4=3+8=11.

Dikkat: bu tam olarak Toplam Sembolii dersindeki ¥ dir — sadece toplanan terim iki vektoriin bilesenlerinin
carpimidir.

23.2. Sonuc bir skalerdir

I¢ carpimin sonucu bir sayidir (skaler), vektor degil. Bu, onu vektor toplama ve skaler carpimdan ayirir: o
islemler vektor iiretirdi, i¢ carpim tek bir sayi Uiretir.

23.3. Geometrik anlam: acI

I¢ carpimin bir de geometrik yiizii vardir. Iki vektoriin uzunluklari ve aralarindaki a1 6 cinsinden:

U -0 = |ul|9| cos b
Isareti, vektorlerin birbirine gore yoniinii sdyler:
* Dar ac1 (< 90°) — pozitif: vektorler benzer yone bakiyor.

* Dik ac1 (= 90°) — sifir: vektorler birbirine dik (iliskisiz).
* Genis ac1 (> 90°) — negatif: vektorler zit yone bakiyor.
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23. I¢ Carpim

dar agl: carpim pozitif dik acl: carpim sifir genis acl: garpim negatif
Y
Y
v \
4‘ — —
u u u

Sekil 23.1.: I¢ carpimun isareti vektorler aras1 agiy1 soyler: dar acida pozitif, dik acida sifir, genis acida negatif.

23.4. Noronun hesabi

Simdi pargalart birlestir. Bir néronun ¢iktisi:

n
y=w-x+b= w,z; +0b
i=1

Bu, Dogrusal Fonksiyon ve Egim dersindeki tek-6zellikli wx + b’nin, Toplam Sembolii dersindeki X’nin ve
bu dersteki i¢ carpimin ayni formiilde bulugsmasidr.

I Tek sayi, ¢ift anlam

I¢ ¢arpim = bilesen carpimlarinin toplami = tek bir skaler. Bu sayinin isareti, iki vektdriin benzer
yone mi (pozitif), dik mi (sifir), zit yone mi (negatif) baktigini sdyler. Hesapsal yiizii “carp ve topla”,
geometrik yiizli “ne kadar ayn1 yone bakiyorlar”.

Iki tuzak
* I¢ carpimin ¢iktisi bir skalerdir, vektdr degil — vektdr toplamayla karigtirma.

e I¢ carpim icin boyutlar esit olmali. Ayrica bilegen-bazli carpimla (1, vy, Uyvs, ... — ki bu bir
vektor kalir) karistirma; i¢ carpim o ¢carpimlari toplar ve sayiya iner.

23.5. Ornek

Ornek 1. (2,5) - (3,1) =2-3+5-1=6+5 = 11.
Ornek 2 (dik). (1,0) - (0,1) = 0 — vektorler birbirine dik.

Ornek 3 (kendiyle). (2,3) - (2,3) = 4+9 = 13 — bir vektoriin kendisiyle i¢ carpimi uzunlugunun karesidir
(siradaki ders).
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23.6. Alistirmalar

@ ML Kopriisii
I¢ carpim, sinir aglarinin en temel hesabidir:

* Noron: y = W - & + b — bir noron, agirlik vektorii ile girdi vektoriiniin i¢ ¢arpimini alip bias
ekler. Tiim foundation buraya ¢ikiyor.

* Katman: bir katman, bir¢ok néronun i¢ ¢arpimidir (matris-vektor carpimi — ileride).

» Dikkat (attention): transformer’larda hangi 6genin hangisiyle ne kadar ilgili oldugu, sorgu ve
anahtar vektorlerinin i¢ carpimiyla 6l¢iiliir — modern LLM’lerin ¢ekirdegi.

* I¢ carpim aym zamanda benzerligin temelidir; bir sonraki derste kosiniis benzerligine baglayaca-
g1z.

23.6. Alistirmalar

1. (3,2)-(1,4) =7

2. (2,5)-(3,1)=7

3. (1,0) - (0,1) = 7 (sonug ne diyor?)

4. (2,3)-(2,3) =7

5.(1,2,3)-(4,5,6) =7

6. (1,—2)-(3,1) =7

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)
1.3-142-4=3+8=11
2.2:34+5-1=6+5=11
3. 1-0+4+0-1 =0 — vektorler birbirine dik
4.2-24+3-3=44+9=13
501:442-54+3-6=4+10+18=32
6. 1-3+(—-2)-1=3—-2=1

Sonraki ders: Vektor Uzunlugu ve Kosiniis Benzerligi.
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24. Vektor Uzunlugu ve Kosinus Benzerligi

Biiyiikliik ve yon — embedding ve RAG’1n motoru

Son derse geldik. Bir vektoriin iki temel dl¢iisii vardir: uzunlugu (ne kadar biiyiik) ve bagka bir vektorle yon
benzerligi (ne kadar ayni tarafa bakiyorlar). ikincisi — kosiniis benzerligi — embedding ve RAG sistemlerinin
motorudur; yani bu ders, foundation’dan senin giinliik isine giden yolu kapatir.

24.1. Vektér uzunlugu (norm)

Bir vektoriin uzunlugu, okun boyudur ve Pisagor teoreminden gelir:

—

|ﬁ]:\/v%+v%+---+v%: OREY

Sagdaki sadelestirme I¢ Carpim dersinden: bir vektdriin kendisiyle i¢ carpimi, uzunlugunun karesidir.

Ornek: |(3,4)] = V32 + 42 = /9 + 16 = V/25 = 5.

24.2. Birim vektor

Uzunlugu 1 olan vektdre birim vektor denir. Herhangi bir vektorii uzunluguna bolerek birim vektore ¢evirirsin
(normalize):

)
I
§| ST

Bu, yonii korur ama uzunlugu 1°e sabitler. Ornegin (3, 4)’iin birim vektrii (%, %) = (0,6, 0,8).
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24. Vektor Uzunlugu ve Kosiniis Benzerligi

4
“
Y
34 &
<
>
NS
s 27 4
1_
O v
3
0 1 2 3 4
X

Sekil 24.1.: Vektor uzunlugu Pisagor’dan gelir: (3,4) vektoriiniin bilesenleri 3 ve 4 dik kenarlar, uzunlugu
hipoteniis = 5.
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24.3. Kosiniis benzerligi
24.3. Kosinus benzerligi

Iki vektoriin yonlerinin ne kadar benzer oldugunu, biiyiikliiklerinden bagimsiz olger. I¢ Carpim dersindeki

U - U = |ul||V| cos 0 formiiliinii cos 6 i¢in ¢ozersin:

u-v
cosf = ——
|l |7
Degeri —1 ile 1 arasindadir:
* 1 — ayn yon (en benzer),
* 0 — dik (iliskisiz),
* —1 — zi1t yon (en farkly).
Ornek: (3,4) ve (4, 3) igin i¢ carpim = 24, uzunluklar 5 ve 5, kosiniis benzerligi = 22 = 0,96 — neredeyse

ayni yon.

! Biiyiikliik mii, yon mii

Uzunluk vektoriin ne kadar biiyiik oldugunu soyler; kosiniis benzerligi iki vektoriin ne kadar ayn1 yone
baktigin1 — biiyiikliikten bagimsiz olarak. Kosiniis benzerligi daima [—1, 1] araligindadur.

iki tuzak

 Uzunluk i¢in karekok sart: ¥ - ¥ uzunlugun karesidir, uzunlugun kendisi degil.
* Kosiniis benzerligi yonii olcer, mesafeyi degil. Birbirinden ¢ok uzak iki nokta bile ayn1 yone
bakiyorsa kosiniis benzerlikleri 1 olabilir.

24.4. Ornek

Ornek 1 (uzunluk). |(6,8)] = /36 + 64 = /100 = 10.

Ornek 2 (kosiniis). (2,0) ile (4, 0): i¢ carpim 8, uzunluklar 2 ve 4; cos § = = = 1 — uzunluklari farkli
olsa da tam ayn1 yon.

@ ML kopriisii

Kosiniis benzerligi, embedding ve RAG sistemlerinin cekirdegidir:

* Bir RAG sistemi, sorguyu ve belgeleri birer embedding vektoriine cevirir, sonra sorguya en
yakin belgeleri kosiniis benzerligine gore siralayip getirir. Bir vektor veritabaninin (6rnegin
senin Qdrant bilgi tabanin) yaptig1 tam olarak budur — yiiksek boyutlu vektorler arasinda yon
benzerligi aramasi.

* Neden mesafe degil de kosiniis? Ciinkii anlam yonde kodlanir: ayni konudaki iki belge, uzunluklari
ne olursa olsun ayn1 yone bakar.

* Embeddingler cogu zaman birim vektore normalize edilir; o zaman kosiniis benzerligi dogrudan
i¢c carpima esit olur (payda 1).
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24. Vektor Uzunlugu ve Kosiniis Benzerligi

Boylece tiim yol kapaniyor: say1 — fonksiyon — vektor — i¢ carpim — benzerlik — getirme.
Foundation’in son tuglasi, senin sistemlerinin temel islemiyle birlesti.

24.5. Alistirmalar

L[(3,4)] =7

2.(6,8)] =7

3.1(1,2,2)] =

4. (3,4) vektoriiniin birim vektorii nedir?

5. (1,0) ile (0, 1) arasindaki kosiniis benzerligi nedir? (ne anlama gelir?)
6. (2,0) ile (4,0) arasindaki kosiniis benzerligi nedir?

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

V32 +42=425=5
V62 +82 = /100 = 10
1+4+4=+9=3

(3,4) 4y _
T =(2,2)=1(0,6, 0,8)

I¢ ¢arpim = 0, uzunluklar 1 ve 1, cos @ = 0 — dik, iligkisiz.
I¢ carpim = 8, uzunluklar 2 ve 4, cos § = % = 1 — aym1 yon (uzunluk farki 6nemsiz).

S N

Phase 0 — Temel Matematik tamamlandi. Buradan sonra: lineer cebir, kalkiiliis ve olasilik siitunlart — hepsi
bu temelin tistiine kurulur.
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25. Machine Learning Baglantisi

Temelden modele — tiim parcalarin birlestigi yer

Bu kursun finali. Her derste bir “ML kopriisti” gordiin; burada onlar1 tek resimde birlestiriyoruz: kurdugun
temel, nasil ¢calisan bir makine 6grenmesi modeline doniisiir? Yeni alistirma yok — biiyiik harita.

25.1. Model bir fonksiyondur

Bir model, girdi alir (6zellikler bir vektor Z') ve ¢ikti tiretir (tahmin 7). Yani model, sonugta bir fonksiyondur
(Boliim 2). Egitmek, veriye en iyi uyan fonksiyonu bulmaktir.

25.2. Bir néron: dort béliimiin bulustugu nokta

Tek bir yapay noronun hesabu, biitiin foundation’1 tek satirda toplar:

y=f(w-Z+0b)
Parcalara ay1r:

e 7 — girdi vektorii (Bolim 4).

* W - X — i¢ carpmm = Zl w,z,; (Bolim 3 X + Boliim 4 i¢ carpim).

* + b — bias, yani wx + b’deki kesisim (Boliim 2 dogrusal fonksiyon).
* f(-) — aktivasyon, ¢cogu zaman e~ * igeren sigmoid (Boliim 2 iistel).

Yani tek bir noron, dort boliimiin de kavramini kullanir.

25.3. Ogrenme: hatay! azaltmak

 Kayip (loss): modelin ne kadar yanmldigi. MSE = % ZZ (y; — 9;)* — kare hatalarim ortalamasi (X +
kare).

 Dogrusal regresyonda (aktivasyonsuz, §y = 0 - & + b) kayip, agirliklarin konveks bir ¢ukurudur
(parabol); en dipte tek bir en iyi parametre durur. Noronda sigmoid gibi dogrusal-olmayan bir aktivasyon
olunca ylizey genelde konveks degildir, ama fikir ayni: en diisiik kayba inmek.

* Gradyan inisi: W < w — n VL — gradyam skalerle ¢arp, agirliktan ¢ikar (Boliim 4 skaler carpim +
vektor cikarma). Adim adim ¢ukurun dibine yuvarlanir.

109



25. Machine Learning Baglantisi

* Olabilirlik: olasiliklarin ¢carpimmdir (] ]); logaritma alinca toplama doner () log), sayisal olarak
kararli log-olabilirlik / log-loss ¢ikar (¢carpim notasyonu + logaritma + X).

25.4. Derin ag@: fonksiyon bileskesi

Bir sinir ag1 katmanlart iist iiste bindirir: ¢ikti = f, (... f;(Z)) — fonksiyon bilegkesi (Bolim 2). Egitimdeki
geri yayilim (backprop), bu bileskenin tiirevini zincir kuraliyla alir.

25.5. Benzerlik ve getirme: embedding / RAG

* Bir embedding, anlami kodlayan yiiksek boyutlu bir vektordiir (Boliim 4).

* Kosiniis benzerligi % iki embedding’in ne kadar ilgili oldugunu siralar (norm + i¢ carpim).

* Bir RAG sistemi (6rnegin senin Qdrant tabanin) tam olarak bunu yapar: sorgu ve belgeleri vektore
cevirip kosiniis benzerligiyle en yakinlar1 getirir.

25.6. Foundation —» ML haritasi

Temel konu ML deki karsilig

Degisken / denklem (bilinmeyeni izole etme) parametre 6grenme, optimizasyon
Dogrusal fonksiyon wz + b lineer regresyon, tek noron

Ustel / logaritma sigmoid, softmax, log-loss
Parabol (konveks ¢ukur) kay1p ylizeyi, minimuma inis
Toplam sembolii ) ortalama, MSE, i¢ carpim
Carpim [ | + logaritma olabilirlik — log-olabilirlik
Fonksiyon bilegkesi derin ag katmanlar1, backprop
Diziler / sayma veri indeksleme, olasilik temeli
Vektor + i¢ ¢arpim embedding, néron hesabi w - &
Norm + kosiniis benzerligi embedding aramasi, RAG getirme

I Tek ciimlede

Bir model bir fonksiyondur; egitim, onun parametrelerini optimize etmektir. Bu kursta 6grendigin her
parga, o mozaigin bir tag1 — ve hepsi tek bir néronun y = f(w - Z + b) satirinda bulusuyor.

@ Buradan sonra
Ug siitun bu temelin iistiine kurulur ve her parcay1 derinlestirir:

* Lineer cebir — vektorlerden matrislere; bir katman = matris-vektor ¢arpimi.
 Kalkiiliis — tiirev ve gradyan; gradyan inisinin ve zincir kuralinin motoru.
* Olasilik ve istatistik — sayma ve dagilimlar; kaybin ve belirsizligin dili.
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25.7. Alistirmalar

Artik bu siitunlar1 okuyacak temelin var.

25.7. Alistirmalar

Bir néronun w - & hesabi hangi iki temel konuyu birlestirir?

Sigmoid aktivasyonu hangi temel fonksiyonu icerir?

Gradyan inisi giincellemesi w «— w — 1V L hangi iki vektor islemini kullanir?

Dogrusal regresyonda MSE kaybi neden parabol bicimindedir ve bu optimizasyona ne kazandirir?
Bir RAG sisteminde belgeler sorguya gore neye bakilarak siralanir?

A A

1 Coziimler (6nce kendin dene, sonra ag)

Toplam sembolii X ile vektor i¢ carpimi (w - & = ZZ w;T;).

Ustel fonksiyonu — o(z) = 1=

Skaler ¢carpim (7 - V L) ve vektor ¢ikarma.

Dogrusal regresyonda kayip konveks (tek minimumlu) bir cukur olur; bu, tek bir en iyi noktaya
inmeyi ve optimizasyonu kolaylastirir. (Aktivasyonlu/derin modellerde yiizey konveks olmayabilir,
ama gradyan inigi sezgisi gegerli kalir.)

5. Kosiniis benzerligine gore (sorgu ve belge embedding vektorleri arasinda).

bl e

Phase 0 — Temel Matematik tamamen tamamlandi. Siradaki: lineer cebir, kalkiiliis ve olasilik siitunlari.
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